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1 はじめに

指定された連立方程式の解を含まないような集合に関する組合せ論を紹介する。極
値集合論の典型的な問題は、有限集合 Ωの部分集合 S が指定された構造 Qを含まな
いとき、S の最大サイズを問う。最大値を知ることが難しい場合は（たいてい難しい）
S の最大値の |Ω| → ∞における漸近的挙動を捉えようとする。
例えば Ω = [n] := {1, 2, . . . , n}で、Qが 3-AP (3-term arithmetic progression)すな

わち {x, x + d, x + 2d}の場合を考えよう。ただし公差 dは 0でないとする。つまり
{x, x, x}は等差数列とはみなさない。Erdősと Turán [9]は次の問題を提起した。

問題 1 S ⊂ [n]が 3-APを含まないとき、max |S|は何か？

ここで 3-AP {x, y, z}は一次方程式X − 2Y + Z = 0の解である。解 (x, x, x)を「自
明な解」と呼べば、上の問題は「非自明な解を含まない集合 S はどれくらい大きくな
れるか」というものだ。本稿では構造 Qが「（連立）一次方程式の非自明な解」で Ω
が [n]または Fn

p (p元体上の n次元ベクトル空間、pは奇素数)の場合を扱う。
問題 1の最大値 max |S|を r(n)と書こう。Behrend [1]は下界 r(n) > ne−c/

√
log n を

みたす S の構成法を与えた。Roth [19]は上界 r(n) < cn/(log log n)を示した。その
後、Heath-Brown, Szemerédi, Bourgain, Sandersなどにより（主に上界の）評価が改
善され、最近 Bloomと Sisask [2]は r(n) < n/(log n)1+c を得た。もっと荒いレベルで
見ると r(n) = o(n)であるが、3-AP以外にも同様の評価が得られるものがある。一般
に加法の定義された集合 X において k-APとは x, x + d, . . . , x + (k − 1)d ∈ X であっ
て d ̸= 0のものをいう。
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定理 1（Szemerédi [24]） 任意の正整数 k ≥ 3に対して、S ⊂ [n]が k-APを含まな
いとき、max |S| = o(n)である。

この定理は等差数列の高次元版ともいえる組合せ直線の結果に拡張できる。ここで
x1, x2, . . . , xk ∈ [k]n が組合せ直線であるとは、分割 [n] = V ⊔ W と yv ∈ [k], v ∈ V が
存在して、各 xi = (xi1, xi2, . . . , xin)は j ∈ V ならば xij = yj, j ∈ W ならば xij = iと
なることをいう。例えば {(1, 3, 1, 2, 2), (2, 3, 2, 2, 2), (3, 3, 3, 2, 2)}は [3]5 の組合せ直線
であり、この例では V = {2, 4, 5}, W = {1, 3}である。つまり V の座標の値は固定さ
れていて、W の座標の値が順に増える。次の結果は Hales–Jewettの定理 [13]の密度
版とよばれ、最初に Furstenbergと Katznelson [10]によってエルゴード理論を用いて
証明され、その後 DHJ Polymath [17]によってずっと簡潔な組合せ論的な証明が与え
られた。

定理 2（density HJ） S ⊂ [k]n が組合せ的直線を含まないとき、max |S| = o(kn)で
ある。

上の定理から次の結果がしたがう。すなわち、任意の正整数 k ≥ 3 に対して、
S ⊂ Fn

p が k-APを含まないとき、max |S| = o(pn)である。しかしこれは定理 1の有限
体版とはみなしにくい。もっと強い結果が期待できるかもしれないからだ。

問題 2 任意の正整数 k ≥ 3に対して、ある定数 c = c(k) < 1が存在して、S ⊂ Fn
p が

k-APを含まないならば、|S| < pcnであるか？

この問題の答は k = 3のとき肯定的であるが、k ≥ 4については未解決である。

定理 3（Ellenberg–Gijswijt [6]） S ⊂ Fn
p が 3-APを含まなければ、|S| < pcnとなる

定数 c = c(p) < 1がとれる。特に p = 3のとき、c = 0.924がとれる。

問題 3 S ⊂ Fn
p が 4-APを含まなければ、|S| < pcnとなる c < 1がとれるか？

4-APは連立方程式 x1 − 2x2 + x3 = 0, x2 − 2x3 + x4 = 0の非自明な解である。一般
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に k-APは k変数、k − 2本の連立一次方程式の非自明な解である。
定理 1は Nの密な部分集合は任意の長さの等差数列を含むことを主張する。どの程

度「密」なら大丈夫なのか。Erdősは逆数の和が発散する程度でよいか、と問う。

問題 4（Erdős） S ⊂ Nが∑
x∈S

1
x

= ∞を満たせば、S は k-APを含むか。

これは加法的数論の有名な未解決問題で、最近になってようやく k = 3の場合が
Bloomと Sisask [2]によって肯定的に解決された。一方、逆数の和が発散する重要な
例として素数の集合がある。

定理 4（Green–Tao [12]） 任意の正整数 k ≥ 3 に対して、素数の集合は k-AP を
含む。

この方向のさらなる一般化として「数体の素元星座定理」が東北大チーム（2020年
当時に東北大学に所属していた甲斐亘、見村万佐人、宗政昭弘、関真一朗、吉野聖人
の五氏のこと）によって得られた [14]。また関氏は定理 4の証明を自己完結的に再構
成し、その成果が出版される。これは数論にかかわる正則化の手法について、その初
歩から最先端までを学べる世界初の成書となろう。
本稿では次節以降、[n]または Fn

p において指定された方程式の解を含まない集合
のサイズを評価するいろいろな手法を紹介する。まず 2節では r(n)の上界を与える
Ruzsa–Semerédiのアイデア（正則化の手法）と、r(n)の下界を与える Behrendの構成
法を紹介する。3節ではスライスランクを導入し、定理 3を証明する。また 3-AP以外
の問題にスライスランク法を適用するときに生じる問題点について説明する。さらに
4節では Sidon集合の大きさを sumsetを利用して評価する Ruzsaのアイデアについ
て、最後の 5節では Fn

p における非退化解を含まない集合のサイズに関する最近の結
果を紹介する。

2 3-APを含まない [n]の部分集合
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2.1 正則化手法による上界
X という世界で、与えられた性質をもつ Y を数えたい。これを次の 2つのステップ

を通しておこなう。

1. X をランダムなX ′で近似する。
2. ランダムなX ′で Y を数える。

1.の X から X ′ を得ることを正則化という。2.の結果を利用して例えば除去補題など
が得られ、そこから例えば Szemerédiの定理などがしたがう。

Szemerédiのグラフ正則化補題は、密なグラフを密なランダムグラフで近似する。
その際、近似は例外部分を除いた範囲で、一定の精度のもとにおこなわれる。この例
外部分の大きさと近似の精度は、パラメタ ϵを用いて量的に明示される。ここでは定
理の正確な statementを述べるかわりに、正則化で何が得られるかを説明する。まず、
ごく小さい正数 ϵが与えられると、そこから巨大な正整数 T = T (ϵ) が定まる。次に十
分大きい n ≫ T をとる。任意1）の n頂点グラフ Gをとり、これを正則化しよう。こ
れは Gの頂点集合 V の分割 V = V1 ⊔ V2 ⊔ · · · ⊔ Vt でよい性質をもつものを与えるこ
とである。ただし t ≤ T であり2）、簡単のため |V1| = · · · = |Vt| = n/tであるとしよ
う。この頂点集合の分割が、Gのランダムグラフへの近似を与える。その意味は次の
とおりである。もし Vi と Vj の頂点のペアについて確率 pで一様独立に辺を与えるな
らば、A ⊂ Viと B ⊂ Vj の間を結ぶ辺の本数（の期待値）は、p|A||B|である。Gはこ
のように作られたグラフではないが、Gにおいて実際に AとBの間を結ぶ辺の本数と
p|A||B|との誤差が（ϵに応じて）小さい3）というのである。このことを Vi, Vj 間は確
率 pのランダムグラフで近似される、ということにしよう。同様に Vi′ , Vj′ 間もランダ
ムグラフで近似されるが、その確率 p′は先の pと異なってよい。このように、Viたち
のペアごとに辺の密度は異なってよいが、それぞれの密度でランダムグラフのように
振る舞うのである。以上が Gがランダムグラフで近似されるということの意味である
が、残念ながら

(
t
2

)
個ある Viたちのペアが、すべてランダムグラフで近似できるとは

1） Gに制限はないが、正則化補題が実質的な意味を持つのは Gの辺数が n2 オーダの密なグラフである。
2） nはいくらでも大きくとってよいが、T は nをとる前に確定した定数であることが重要である。
3） もちろん |A| = |B| = 1のような場合は、Gにおいて A, B 間には辺があるかないか、つまり本数は 1
か 0しかないので、pと近いとはいえない。そこで A, B はある程度の大きさをもつ部分集合でなければ
ならないが、その大きさの程度も ϵで記述される。
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限らない。そこで少数の例外（その量も ϵで定まる）ペアたちはランダムグラフで近
似されないこと4）も認める。まとめると、n頂点グラフ Gの正則化とは、頂点集合を
V = V1 ⊔ · · · ⊔ Vtのように等分して、少数の例外を除いて Vi, Vj 間がランダムグラフで
近似される状態にすることである。このような頂点分割が可能であることを保証する
のが Szemerédi正則化補題である。ちなみに Viたちの内部にも辺があるだろう。正則
化補題の応用において、それら内部の辺たちは使用されない。
グラフ Gが正則化されると、Viたちのペアのほとんどがランダムグラフで近似され

る。例えば、V1, V2, V3の間が全部そうであるとして、Vi, Vj 間が確率 pij のランダムグ
ラフとみなせるとしよう。このとき V1, V2, V3 の中にある三角形（3頂点完全グラフ
K3のこと）の個数は |V1||V2||V3|p12p23p13 = (n/t)3p12p23p13で近似され、誤差も ϵを用
いて評価できる。このように正則化はグラフの部分構造の数え上げを容易にする土台
を与える。次の結果はこの仕組みを利用して得られる。これは三角形の除去補題の一
種5）である。

定理 5（Ruzsa–Szemerédi [21]） n点グラフのどの辺もちょうど一つの三角形に含
まれるならば、辺の本数は o(n2)である6）。

証明の概略 仮定をみたすグラフの辺数が cn2 だったとしよう。このグラフには
cn2/3個の三角形がある。パラメタ ϵを cに比べて十分小さくとり、このグラフを正則
化して分割 V = V1 ⊔ · · · ⊔ Vt を得る。Vi たちのうち、ランダムグラフで近似できない
ペア間の辺、辺の密度が低いペア間の辺、Vi 内部の辺をすべて除去する。定数をうま
く選ぶことで、除去後のグラフにまだ c′n3 個の三角形が残ることがわかり、矛盾が生
じる。

除去補題を用いて Rothの定理にグラフ理論的な証明を与えることができる。

4） 実際、どのように分割してもそのような例外が必要となる例がある。
5） 除去補題の原型というべきかもしれない。除去補題は通常、次の形の言明を指す。「任意の ϵ > 0に対
して、ある δ > 0が存在して、n頂点グラフGが高々 δn3個の三角形を含めば、Gから高々 ϵn2辺の除去
で三角形のないグラフが得られる。」この言明は自然にハイパーグラフに拡張され、そこから Szemerédi
の k-APに関する定理が得られる。

6） この結果は (6.3)問題として知られる次の問題に o(n2)の上界を与える。[n]の 3点部分集合の集まり
{T1, T2, . . . , Te} (Ti ∈

([n]
3
)
)において、3個の Ti たちを含むような 6点がないとき、eの最大値は何か。

同様に、4個の Tiたちを含むような 7点がないときも e = o(n2)と予想されている ((7, 4)予想)が、これ
は未解決である。
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定理 6（Roth [19]） S ⊂ [n]が 3-APを含まないとき、max |S| = o(n)である。

証明 3部グラフ Gの頂点集合を Z/(2n + 1)Zの 3個のコピーX ⊔ Y ⊔ Z とし、辺を

x ∼ y ⇔ y − x ∈ S, y ∼ z ⇔ z − y ∈ S, x ∼ z ⇔ (z − x)/2 ∈ S

と定める。y − x, (z − x)/2, z − y はこの順に 3-APをなすか、そうでなければ三者は
すべて等しい。S は 3-APを含まないので、x, y, z が Gにおいて三角形をなすことと
y − x = (z − x)/2 = z − yは同値である。Gにおいて x ∼ yならば s := y − x ∈ Sであ
るが、このとき z := y + sと定めると y ∼ z, x ∼ zである。つまり辺 xyを含む三角形
xyz が一意に定まる。よって Gの各辺はちょうど 1個の三角形に含まれるから、Gの
頂点数を N とすると定理 5により辺数は o(N2)である。一方、N = 3(2n + 1)と辺数
が 3N |S|であることから |S| = o(n)がしたがう。

2.2 Behrendによる下界の構成
ユークリッド空間の球面上の格子点は 3-APを含まない。これをうまく Zにうつす

ことで 3-APを含まない Zの部分集合を構成しよう。

定理 7（Behrend [1]） 十分大きい n に対して 3-AP を含まない S ⊂ [n] で
|S| > n/11

√
log nのものを構成できる。

証明 一辺の長さが kの d次元立方体の格子点の集合 {0, 1, . . . , k − 1}dには kd個の点
がある。これらを d(k − 1)2 + 1組に分割する。すなわち、球面

x2
1 + · · · + x2

d = t, t = 0, 1, . . . , d(k − 1)2

を考え、立方体の格子点を対応する球面の tの値で分割する。鳩の巣原理からある球
面上に kd/(dk2)より多くの格子点があり、その集合を Aとおく。Aは球面上の集合で
あるから 3-APを含まない。
写像 f : A → Zを

f(x1, . . . , xd) := x1 + x2(2k) + x3(2k)2 + · · · + xd(2k)d−1
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と定める。つまり A の点の各成分を 2k 進数表記7）の対応する桁の数字と考える。
この写像8）は単射で f(a + b) = f(a) + f(b) をみたす。特に x, y, z ∈ A に対して
x + z = 2y と f(x) + f(z) = 2f(y)は同値であり、Aに 3-APがないことから f(A)に
も 3-APはない。
ここで maxa∈A f(a) ≤ f(k − 1, . . . , k − 1) < (2k)d に注意して n := (2k)d とおくと

f(A) ⊂ [n]であり、さらに Aの選び方から |f(A)| = |A| > kd/(dk2)である。そこで
S := f(A)が目標の評価をみたすことを確かめよう。d ∼ c

√
log nとおくと

|S| >
kd

dk2 = n

(2ce2/c)
√

log n c
4
√

log n

であり、2ce2/c が最小になるように c を決めると c =
√

2/ log 2 ≈ 1.7, このとき
2ce2/c ≈ 10.5だから、nが十分大きければ |S| > n/11

√
log nがしたがう。

3 スライスランク法

3.1 3-APを含まない Fn
p の部分集合の上界

対角成分がすべて非零の対角行列は full rankをもつ。この行列の添字集合が X で、
成分が体 Fの要素ならば、この行列に対応する関数 f : X2 → Fを

f(x, y) ̸= 0 ⇐⇒ x = y

と定め、その rankを |X|と定義するのは妥当と思われる。これをふまえてスライスラ
ンクを導入しよう。
有限集合 X と体 F が与えられたとき、f : X3 → F がスライス関数であるとは、

f(x, y, z)が
a(x)b(y, z) または a(y)b(x, z) または a(z)b(x, y)

の形に表示できる9）ことをいう。f のスライスランク sr(f)とは、f をスライス関数の

7） baseを 2kにするのは 2数の足し算で wraparoundを避けるため。
8） Frieman 2-isomorphism
9） よくある設定はXが F上の n次元ベクトル空間の場合で、このとき a(x)は n変数の関数 a(x1, . . . , xn)
である。
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和に書いたとき、必要なスライス関数の個数の最小値である。次の結果はスライスラ
ンクを利用する際の基本となる。

補題 1（Tao [25]） f : X3 → Fが「対角条件」すなわち

f(x, y, z) ̸= 0 ⇐⇒ x = y = z

をみたせば、sr(f) = |X|である10）。

上の補題は Taoのブログ11）にある。彼の動機は、次の定理の証明、およびそのア
イデアの元となった Croot, Lev, Pach [3]の証明をより対称的な形に定式化すること
だった。

定理 8（Ellenberg–Gijswijt [6]） X ⊂ Fn
3 が 3-APを含まなければ、|X| ≤ 3λn であ

る12）。すなわち r(n) ≤ 3λn, ただし λ = 3
8(33

√
33 + 207) 1

3 < 2.76である。

証明 対角条件をみたす f : X3 → F3で sr(f) < 3λnのものを見つければよい。実際

f(x, y, z) =
n∏

i=1

(
(xi + yi + zi)2 − 1

)
(1)

がそれらをみたす。まず X が 3-AP を含まないことから対角条件の成立を確認で
きる。
スライスランクの評価には少し計算が必要となる。上記 f の右辺を展開して単

項式の和に書いたとき、各単項式の次数は高々 2n であり、例えば x に関する次数
(xi1

1 xi2
2 · · · xin

n としたときの i1 + · · · + in)は平均して 2n/3以下である。そこで f の単項
式で xに関する次数が 2n/3以下のものの和を fx, 残りの単項式のうち yに関する次数
が 2n/3以下のものの和を fy,最後に残った単項式（必然的に zに関する次数が 2n/3以
下）の和を fzとして f = fx +fy +fzと表せる。一般性を失わず sr(f) ≤ 3 sr(fx)として

10） この補題は定義域を Xk に一般化しても同様に成り立ち、それを k に関する帰納法で（線形代数で）
確認できる。

11） この時点では、スライス関数は rank one functionとよばれている。
12） |X| ≤ 3λn が示せると、係数の 3 は 1 に落とせる。実際、X ⊂ Fn

3 が 3-AP を含まなければ、任
意の正整数 m に対して Xm ⊂ (Fn

p )m = Fmn
p も 3-AP を含まない。したがって |Xm| ≤ 3λmn, つまり

|X| ≤ 31/mλn. ここでm → ∞として |X| ≤ λn を得る。この議論を power trickという。
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よいから、sr(fx) ≤ λnを示したい。このため fxを xの多項式と見て、xの単項式が何
種類現れるか数えよう。つまり集合 I := {(i1, . . . , in) ∈ {0, 1, 2}n : i1 + · · ·+in ≤ 2n/3}
のサイズを上から評価する。ここで i1, . . . , inを {0, 1, 2}に値を一様独立にとる確率変
数だと考え、0 < t < 1を固定してマルコフの不等式を使うと

P[i1 + · · · + in ≤ 2n
3 ] = P[ti1+···+in ≤ t

2n
3 ] ≤ E[ti1+···+in ]

t
2n
3

である。これと
E[ti1+···+in ] = E[ti1 ] · · ·E[tin ] =

(
1 + t + t2

3

)n

から

P[i1 + · · · + in ≤ 2n
3 ] ≤

(
1 + t + t2

t
2
3

)n 1
3n

(2)

を得る。右辺が最小となるように t = 1
8(

√
33 − 1) を選ぶと、右辺は λn

3n となり、
sr(fr) ≤ |I| ≤ λnがわかった。

Edel [5]は 3-APを含まない Fn
3 の大きな部分集合を構成し、r(n) > 2.2nを示した。

3.2 スライスランク法の欠点
以下、扱う方程式は係数の和が 0のものに限る。
Sが 3-APを含まないことと、Sが x − 2y + z = 0の非自明な解を含まないことは同

値であった。ここで自明な解とは (x, x, x), いわゆる singleton solutionのことであり、
自明でない解は 3個の異なる値をとる。一般に、与えられた方程式の非自明解を含ま
ない集合 S について問題にするとき、自明な解を慎重に定義する必要がある。例え
ば、方程式が

x1 − x2 − x3 + x4 = 0 (3)

の場合を考えよう。もし自明な解を (x, x, x, x)に限ると、|S| ≤ 1でなければならな
い。なぜなら任意の x ̸= y について (x, x, y, y)が非自明な解になってしまうからだ。
これではつまらないので、この方程式については (x, x, y, y)と (x, y, x, y)も自明な解
と考えたい。この意味での非自明解を含まない集合 S は Sidon集合という。残念な
がらこの設定は対角条件と相性が悪く、直接にはスライスランク法を適用できない。
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さらに応用上は方程式 (3)の非自明な解の範囲をもっと制限して、4個の異なる値を
もつ (x1, x2, x3, x4)としたいこともある。このような解を非退化解と呼ぼう。例えば
(1, 1, 2, 2)は自明な解、(1, 2, 2, 3)は非自明だが退化した解、(1, 2, 3, 4)は非退化解であ
る。もちろんスライスランク法は非退化解を含まない集合の評価には（直接には）使
えない。
自明な解を singleton solutionに限っても、連立方程式にスライスランク法を適用す

るには制約がある。S が 4-APを含まないことは、S が 4変数、2本の連立方程式

x1 − 2x2 + x3 = 0, x2 − 2x3 + x4 = 0

の singleton solutionを含まないことと同値である。実はスライスランク法を k 変数、
m本の連立方程式に適用したとき、singleton solutionを含まない集合 S ⊂ Fn

p のサイ
ズについて意味のある評価が得られるのは

k ≥ 2m + 1 (4)

のときである13）。4-APの問題にスライスランク法を（普通に）適用しても |S| ≤ pn

のような自明な評価しか得られない。
スライスランク法を直接適用して有効な結果が得られるのは (i) 除外する解が

singleton solutionのみで、かつ (ii)変数の個数 kと方程式の個数mが条件 (4)をみた
すときである。今までに (i)の制限を緩める工夫がいくつか見つかっているが、(ii)の
制限を突破する方法はわかっていない。

13） 3-APの問題でスライスランクを適用する関数 f は (1)で定義された。同様に (7)で定義される k 変
数、m本の連立方程式を Fn

p で扱う場合は

f(x(1), . . . , x(k)) =
m∏

j=1

n∏
i=1

(
(aj1x

(1)
i + aj2x

(2)
i + · · · + ajkx

(k)
i )p−1 − 1

)
にスライスランク法を適用するのが自然である。このとき意味のある上限が得られるためには

1 + t + · · · + tp−1

t(p−1)m/k

の最小値が pより小さくなければならない（これの p = k = 3, m = 1の場合が (2)に相当）。この条件が
k ≥ 2m + 1である。
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4 Sidon集合

方程式 x1 − x2 − x3 + x4 = 0の自明な解とは (x, x, y, y)または (x, y, x, y)であり、非
退化な解とは 4個の異なる値をとる解のことであった。この方程式の非自明な解を含
まない集合を Sidon集合、非退化な解を含まない集合を弱 Sidon集合とよぶ。Sidon集
合における 2数の和は (x + y = y + xを除いて)すべて異なる。[n]における Sidon集
合、弱 Sidon集合の最大サイズをそれぞれ r(n), R(n)と書こう。Sidon集合は弱 Sidon
集合でもあるから r(n) ≤ R(n)である。Ruzsaは [20]において

r(n) ≤ n
1
2 + n

1
4 + 1, R(n) ≤ n

1
2 + 4n

1
4 + 11

を示した14）。さらに無限に多くの nに対して r(n) ≥ n
1
2 も示した。

同様の評価は Fn
p における Sidon集合、弱 Sidon集合でも得られる (cf. [15])。対応す

る最大サイズをそれぞれ rp(n), Rp(n)と書くと、rp(2n) ≥ pn,

rp(n) < p
n
2 + 1

2 , Rp(n) < p
n
2 + 3

2 + O(p− n
2 )

が成り立つ。ただし p ≥ 5とする。上界はスライスランク法ではなく、Ruzsaによる
sumsetの評価を用いる。

定理 9（Ruzsa [20]） G をアーベル群とし、G の非空の部分集合 A, B に対し
て A + B := {a + b : a ∈ A, b ∈ B} とおく。このとき A が弱 Sidon 集合ならば、
|A + B| ≥ |A|2|B|

3|A|+|B|−1 である。

証明 u ∈ Gに対して σ(u) := #{(a, b) ∈ A × B : u = a + b}とおく。∑σ(u)2 を二通
りに評価しよう。まず、下界を得るために

∑
u∈G

σ(u) =
∑

u∈A+B

σ(u) = |A||B|

14） Ruzsaは [20]で一般に一次方程式の自明な解を含まない [n]の部分集合を研究し、特に変数が 4個の
場合については詳細な結果を得ている。
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に注意して、σ(u)たちの「2乗の平均」と「平均の 2乗」を比べると

∑
u∈G

σ2(u) =
∑

u∈A+B

σ2(u) ≥ 1
|A + B|

 ∑
u∈A+B

σ(u)

2

= |A|2 |B|2

|A + B|
(5)

を得る。次に上界として
∑
u∈G

σ2(u) ≤ |B| (|B| − 1) + 3|A| |B| (6)

を示そう。これがいえると (5)と (6)から |A + B|に関する目標の不等式を得る。
(6)を示すため、u ∈ Gに対して δ(u) := {(x, y) ∈ A2 : u = x−y}とおく。δ(0) = |A|

であるが、u ̸= 0 ならば δ(u) ≤ 2 である。これを確かめるため、u ̸= 0 に対して
δ(u) ≥ 2 であるとしよう。このとき u = w − a, (w, a) ∈ A2 なる解と、これとは異
なる解 u = x − y, (x, y) ∈ A2 がある。もし w, a, x, y が異なる 4 点であれば、これ
らは x1 − x2 − x3 + x4 = 0の非退化解となり、Aが弱 Sidon集合であることに反す
る。したがって w, a, x, y は高々 3 点で、y = w または x = a であるが、両者が同
時に起こると u = x − y = a − w = −u となって u ̸= 0 に反する。つまり y = w と
x = a の片方だけが成り立つ。以上で δ(u) ≥ 2 ならば実は δ(u) = 2 であり、この
とき公差 d の 3-AP がただひとつ ({x, y = w, a} または {w, a = x, y} のどちらか片
方)定まることがわかった。この 3-APの中間項をm(u)とおく。m(u) = m(−u)であ
るが、v ̸= ±uならば m(u) ̸= m(v)である15）。これは U := {u ∈ G : δ(u) = 2}から
A′ := {m(u) ∈ A : u ∈ U}への 2 : 1の対応を与えるので |U | = 2|A′| ≤ 2|A|である。
さて
∑
u∈G

σ(u)2 =
∑
u∈G

#{(a, b) ∈ A × B : u = a + b} × #{(a′, b′) ∈ A × B : u = a′ + b′}

=
∑
u∈G

#{(a, a′, b, b′) ∈ A2 × B2 : u = a + b = a′ + b′}

=
∑
v∈G

#{(a, a′, c, c′) ∈ A2 × B2 : v = a − a′ = c − c′}

であるが、右辺最後の和を v = 0に対応する和 s1 と、v ̸= 0に対応する和 s2 に分け
よう。v = 0 のとき、そのような 4 つ組 (a, a, c, c) の個数は s1 = |A||B| である。次

15） もし m(u) = m(v) なら、ふたつの 3-AP {m − u, m, m + u} と {m − v, m, m + v} から非退化解
(m − u) − (m + v) − (m − v) + (m + u) = 0が生じる。
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に v ̸= 0 のとき、v = c − c′ となる (c, c′) ∈ B2 をひとつ固定すると、これに対応す
る (a, a′) ∈ A2 で v = a − a′ となるものは高々 2つである。そこで i = 1, 2に対して
B2

i := {(c, c′) ∈ B2 : δ(c − c′) = i}とおくと、

|B2
1 | + |B2

2 | ≤ |B2| − #{(b, b) : b ∈ B} = |B|(|B| − 1),

|B2
2 | =

∑
c−c′∈U

1 ≤ |U ||B| ≤ 2|A||B|

である。よって数えるべき 4つ組 (a, a′, c, c′)の総数は、

s2 ≤ |B2
1 | + 2|B2

2 | ≤ (|B2
1 | + |B2

2 |) + |B2
2 | ≤ |B|(|B| − 1) + 2|A||B|

である。以上により、∑u∈G σ(u)2 ≤ s1 + s2から (6)を得る。

定理 9を B = Fn
p に適用すると、|A + B| = pn より |A| ≤ 1

2(
√

4pn + t + 3)を得る。
ここから Rp(n) < p

n
2 + 3

2 + O(p− n
2 )がしたがう。

5 Fn
p で非退化解を持たない集合

与えられた（連立）方程式の非退化解を含まない集合 S については、スライスラン
ク法を直接には適用できない。しかし方程式によっては適切な前処理と Taoの補題の
「多色版」によって S の上界が得られることもある。この種の最初の結果は次のもの
である。

定理 10（Sauermann [22]） 素数 p ≥ 5を固定し、S ⊂ Fn
p が x1 + x2 + · · · + xp = 0

の非退化解を含まなければ、|S| < Cp (2√
p)nである。

下界として |S| ≥ 2nは容易に得られる。実際、S = {0, 1}nは x1 + x2 + · · · + xp = 0
の非退化解を含まない。Elsholts [7]は |S| > ( 3

√
9)n ≈ 2.08n をみたす S を構成した。

一方、定理 10で非退化解を singleton solutionでない解に置き換えると、スライスラ
ンク法の直接の適用により |S| ≤ 4nがわかる。

問題 5 絶対定数 cが存在して、定理 10の S は |S| < cnをみたすか？
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定理 10は Erdős–Ginzberg–Ziv定数 [8]16）に応用がある。ここで s(Fn
p )を、Fn

p の要
素からなるどんな s項の列からもうまく p項を選ぶとその和が 0となるような最小
の s と定めよう。この性質を持たない列には、同一要素は高々 p − 1 回しか現れな
い。そこで (p − 1) Cp (2√

p)n + 1個の項からなる列で、どの p項の和も 0でないもの
があったとしよう。このときどの要素も高々 p − 1回しか現れないから、少なくとも
Cp (2√

p)n + 1個の異なる要素がある。しかしこれは定理 10に矛盾する。つまり次を
得た。

定理 11（Sauermann [22]） s(Fn
p ) < (p − 1) Cp (2√

p)n + 1.

s(Fn
p ) − 1項からなる Fn

p の列が、どの p項の和も非零であるならば、その列に現れ
るどの要素もちょうど p − 1回現れる17）ことを仮定すれば、s(Fn

p ) ≤ (p − 1)4n + 1がし
たがう (Naslund [16])。
次の結果は Sauermann の手法を拡張する試みから得られたものだが、その後

random samplingを用いて簡単に示せることがわかった。

定理 12（Mimura-T [15]） S ⊂ Fn
p が連立方程式 (W)

x1 − x2 − x3 + x4 = 0,

x2 − x3 − x4 + x5 = 0

の非退化解（5個の異なる値をとる解）を含まないならば、|S| < 2(λ2/3p1/3)nである。
ただし λは定理 3の cを用いて λ := pcと定義される。

証明 背理法で示すため、S は (W)の非退化解を含まないが |S| ≥ 2(λ2/3p1/3)n であ
ると仮定する。S 内の 3-APの個数を評価しよう。同じ公差の 3-APが disjointに 2
つあるとそこに (W)が生じる。また 5-APは (W)の非退化解である。したがって S

内に同じ公差の 3-APは高々 2個18）である。また Fn
p における 3-APの公差の種類は

16） [8]の結果は s(Z/nZ) = 2n − 1, すなわち、2n − 1項の Z/nZの列からうまく n項を選ぶと、その和が
0となる。Reiher [18]はその 2次元版 s((Z/nZ)2) = 4n − 3を示した。つまり、4n − 3個の平面上の整数
格子点からうまく n個を選ぶと、その平均が整数格子点となる。

17） このとき Fn
p は property Dをもつという。Fn

p が property Dをもつかどうかわかっていない。
18） S 内に 3-APが 2個あるときは、2点を共有して 4-APを生じる。
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pn−1
2 < pn

2 である19）。以上から#{3-APs in S} < pnである。
Sの各点を一様独立に確率 u := (λ/p)n

3 で選び、random subset T ⊂ Sをつくる。確
率変数X をX = |T |と定義すると

E[X] = |S| · u ≥ 2(λ2/3p1/3)n · (λ/p)
n
3 = 2λn

である。次に確率変数 Y を Y = #{3-APs in T}と定義すると、

E[Y ] = #(3-APs in S) · u3 < pn · (λ/p)n = λn

である。したがって E[X − Y ] > λn を得るが、これは T から Y 点除去して 3-APが
ないようにしても、まだ λn より多くの点が残ることを意味する。しかし定理 3から
3-APを含まない集合のサイズは λnより小さいから、矛盾が生じた。

[15]ではその他のいくつかの連立方程式についても、非退化解を含まない集合 S が
定数 c < 1に対して |S| < pcn をみたすことを示した。では、どんな連立方程式がこの
性質をもつだろうか？ この問題を定式化するため、k 個の変数からなる m本の連立
方程式 (7)を考える。

a11x1 + · · · + a1kxk = 0,

· · · · · · (7)

am1x1 + · · · + amkxk = 0.

ただし次のことを仮定する。

(仮定 1) 係数 aij は Fpから、変数 xiは Fn
p からとり、その個数は k ≥ 2m + 1をみたす。

(仮定 2) m × kの係数行列 A = (aij)は full rank, つまり rank A = mである。
(仮定 3) 方程式の係数和は 0, つまり任意の 1 ≤ i ≤ mに対して ai1 + ai2 + · · · + aik = 0.
(仮定 4) (7)の線形結合に xj − x′

j = 0は現れない。

k 変数 m本の連立方程式 (7)に対して、定数 c < 1が存在して非退化解をもたない
S ⊂ Fn

p が必ず |S| < pcnをみたすとき、方程式 (7)はmoderateであるという。例えば
3-APを定める方程式 x − 2y + z = 0や定理 12の方程式 (W)はmoderateである。

19） 公差は零ベクトルでない。また z = x + 2d のとき、{x, x + d, x + 2d} と {z, z − d, z − 2d} は同じ
3-APを与えるから、この意味で公差 dと −dを同一視できる。
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定理 13（Sauermann [23]） k ≥ 3mで、Aのm × mの小行列がすべて正則ならば、
(7)はmoderateである。

上の定理とは対照的に、Aが線形従属な列ベクトルのペアをたくさん持つ場合も対
応する方程式はmoderateである。これを正確に述べるため、係数行列の 2つの列に対
して、片方が他方のスカラー倍であるとき同値であると定義して、列ベクトルを同値
類に分割する。同値類のサイズとはその同値類に属する列ベクトルの個数である。零
和の同値類とは、その同値類に属する列ベクトルの和が零ベクトルとなることである。

定理 14（van Dobben de Bruyn–Gijswijt [4]） 方程式 (7)の係数行列は、サイズが
1の同値類を高々 1個もつとする。このとき、サイズ 2の零和の同値類がないか、ま
たはすべての同値類が零和であるならば、(7)はmoderateである。

方程式 (W)の係数行列 A=
(

1 −1 −1 1 0
0 1 −1 −1 1

)
の 2列目、4列目からなる小行列は正則で

ないから、定理 13は適用できない。またこの行列のサイズ 1の同値類は 3個ある20）た
め、定理 14も適用できない。

Gijswijtは非退化解の範囲を制限して、genericな解を定義した。すなわち、連立
方程式 (7)の解 (y1, . . . , yk)が genericであるとは、∑µiyi = 0かつ ∑

µi = 0ならば、∑
µixi = 0は (7)の線形結合から得られることをいう。例えばx1−x2+x3−x4 = 0をF2

p

(p ≥ 5)で考えよう。このとき (( 0
0 ), ( 1

0 ), ( 3
0 ), ( 2

0 )) は非退化な解だが x2 + x3 − 2x4 = 0
をみたし genericな解ではない。一方、(( 0

0 ), ( 1
0 ), ( 1

1 ), ( 0
1 )) は genericな解である。

方程式 (7)の genericな解をもたない S ⊂ Fn
p は必ず |S| < pcn (c < 1)をみたすと

き、方程式 (7)は temperateであるという。genericな解は非退化な解なので21）、(7)
が temperateなら moderateである。連立方程式 (7)が tameとは、(7)から得られる
m′ 個の独立な方程式に 2m′ + 1個以上の変数が含まれることをいう。すなわち、(7)
の係数行列 A ∈ Fm×k

p に行の基本変形と列の交換を施して、( A′ 0
B C )の形で A′ ∈ Fm′×k′

p ,
k′ ≤ 2m′ をみたすものが得られないことである。定理 12の (W)および定理 13、定理
14の (7)はすべて temperateである。したがってこれらの結果はすべて次の定理から

20） 列ベクトルの同値類への分割は [5] = {1} ⊔ {2, 4} ⊔ {3} ⊔ {5}.
21） 退化解は例えば xj − xj′ = 0をみたすが、これは (仮定 4)により (7)の線形結合からは得られないの
で genericな解ではない。
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したがう22）。

定理 15（Gijswijt [11]） (7)が tameならば、temperateである。さらにこのとき、
ある δ, c > 0が存在して、任意の δ′ < δ に対して、S ⊂ Fn

p が |S| > p(1−δ′)n をみたせ
ば、S には Ω(p(k−m−cδ′)n)個の解がある23）。

問題 6（Gijswijt [11]） (7)は tameでなくても (さらに (仮定 1)の k ≥ 2m + 1をみ
たさなくても) temperateか？24）

6 文献案内

正則化の手法やスライスランク法なども含む極値組合せ論の入門書としては Yufei
Zhaoの本 [27]がおすすめ25）です。日本語で読みたい人は [28, 29]もどうぞ。加法的数
論の幅広い内容を詳しく扱ったものとしては Taoと Vuの本 [26]があります。ガチ勢
はこれから出版される関真一朗氏26）の本を読みましょう。
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