
直線の配置から球面の配置へ
— SCHLÄFLIの双 6線系、LIEの線球変換、GRACEの球面

前原濶　徳重典英

概要. 3 次元空間内の 5 個の単位球面が、どの 4 個も共有点を持てば、全体の共通部分は空でない。こ
の定理の証明には、四面体の外接球は傍接球を含まないという Grace の結果が本質的に使われる。これ
らについて自己完結的な証明を与える。そのために必要な Schläfli の双 6 線系、Lie の線球変換なども
詳説する。最後の節では、いくつかの問題を提起する。
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1. はじめに

我々の出発点は円の配置に関する次の定理である。証明は易しい ([6]の 276ページ, [21])。

定理 1.1. 平面上に定点を与え、そこを通り互いに交差する単位円を 3つ描くと、新しく 3つの交点
ができる。その 3点を通る円は単位円である。
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従って、平面上に 4つの単位円を配置して、どの 3つも共有点を持つが、全体の共通部分は空であ
るようにできる。このような配置は高次元でも可能だろうか。

問題 1.2. Rd内に d + 2個の単位球面 (半径 1の球面)を配置して、どの d + 1個も共有点を持つが、
全体の共通部分は空であるようにできるか。

この問題に入る前に、球面の半径がすべて同じという条件をはずしてみよう。この場合、任意の
d ≥ 1について、Rd内の d+2個の球面を、どの d+1個も共有点をもち、全体の共通部分は空である
ように配置できる。一方、Rd内の d + 3個以上の球面は、どの d + 1個も共有点をもつなら、全体の
共通部分も空でない [17]。これが半径に条件がない場合の結果で、次元 dで統一的に記述されている。
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単位球面の場合に戻って、問題 1.2を考えてみよう。今度は次元 dによって振舞いが異なる。d = 1
ならそのような配置は不可能だが、d = 2の場合は定理 1.1から配置は可能である。実は、d ≥ 4でも
条件をみたす配置がある [3, 19]。では、3次元ではどうか。R3内の 5個の単位球面の配置で、どの 4
個も共有点をもち、全体の共通部分は空のものがあるだろうか。
このような 5個の単位球面の配置は不可能だと我々は予想した。もし「四面体の外接球は決してそ

の四面体の傍接球を含まない」という主張が証明できれば、予想は正しいことがわかる [19]。我々はこ
のもっともらしい主張をどうしても証明できなかった。ところが、2007年 6月、Margaret M. Bayer
教授からの指摘で、この主張が一世紀も前に John Hilton Grace[8, 9] によって証明されていたことが
わかった。Graceは、四面体の外接球が傍接球を含まないことを示すのに、直線配置に関する Schläfli
の双 6線系 (double six)を Lieの線球変換で球面配置にするという、思いもよらない手法を用いたの
だった。
このノートでは、Grace の着想を完全に理解するため、双 6 線系定理 [11, 12, 24] や、線球変換

[4, 10, 15, 20] について解説し、5個の単位球面の特殊な配置が不可能であることを証明する。証明は
他の文献を参照しないで済むように考慮し、基本的な道具である直線の Plücker座標や反転について
も説明した。双 6線系定理の証明は、3次曲面の性質を用いるもの、純粋に綜合幾何学的 (synthetic)
な方法、2次曲面を用いる方法など [7, 11, 12, 13, 16, 23, 25, 26, 27]数多くある。ここでは、2次曲面
を用いる市田朝次郎 [13]の方法で証明し、3次曲面との関連 [12, 23]にも触れた。線球変換は、複素
射影空間内の直線全体と、複素射影空間内の有向球面の間の全単射を与えるものである。我々はこれ
を、複素射影空間内のある直線族 Λと R3 ∪ {∞}内の有向球面全体 Θの間の全単射として捉え、R3

内の球面配置に適用する便宜を図った。最後の節では、いくつかの問題を提起する。
主定理に至るまでの証明の流れは以下のようになっている。

定理 2.4 (双 6線系)
補題 5.2 (Λの性質) ⇒ 定理 5.3

(Λの双 6線系)
命題 4.2 (直線交差)
命題 6.2 (球の接触) ⇒ 補題 7.2

(線球対応)

⇒
定理 7.3
(Θの
双 6球系)

⇒
定理 8.1

(四面体の
接触球)

⇒ 定理 9.1
(主定理)

2. 2次曲面と Schläfliの双 6線系定理

この節では射影空間内の直線、2次曲面などを扱う。基礎体 kは Rか Cに固定し、P3の点を同次
座標 [x, y, z, t]で表す。つまり、

P3 = {[x, y, z, t] : x, y, z, t ∈ k, (x, y, z, t) 6= (0, 0, 0, 0)}
である。変数 x, y, z, tの 2次形式 (同次 2次多項式) Q = Q(x, y, z, t)の零点集合である 2次曲面を、2
次形式と同じ記号Qで表す。2次形式に関する基本的な事実を定理として次にまとめた。証明は 11節
の付録をみよ (他にも [14]の 2章など)。これらは明示的な引用なしに以降の証明の中で用いられる。

定理 2.1. P3 内の 2次曲面、P2 内の 2次曲線について次が成立つ。

(i) 2次曲面が直線上の 3点を含むなら、その直線は 2次曲面上にある。
(ii) 平面上の 3直線を含む 2次曲面は、その平面を含む。
(iii) 互いに交わらない 3直線に対して、それらを含む 2次曲面が一意的に定まる。
(iv) 互いに交わらない 3直線を含む 2次曲面は、2組の直線群で 2重に覆われる線織面である。

異なる組の 2直線は必ず交わり、同じ組の 2直線は交わらない。
(v) 2次曲面が平面を含めば、その 2次曲面は 2重平面か、または、2つの平面の和集合である。
(vi) 2次曲面 Qが平面 πを含まないとき、共通部分 Q ∩ πを、平面 π上の 2次曲線という。平

面 π上のある 5点集合X の中のどの 4点も同一直線上なければ、その 5点を通る π上の 2
次曲線が一意的に定まる。

互いに交わらない 4直線 a, b, c, dに対して、これらすべてに交わる直線は何本あるだろうか。a, b, c
は 2次曲面 Qを決める。4本目の直線 dは、Q上にあるとか Qに接するなどの特別な位置になけれ
ば、Qとちょうど 2点 p, qで交わるだろう。Qを掃く直線群で a, b, cが属さない方に、p, qを通るも
のがそれぞれ 1本ずつある。つまり、4直線に交わる直線は (4直線が十分一般の位置にあれば)ちょ
うど 2本存在する。このことはこのノート全般で繰り返し用いられる。
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定義 2.2. 互いに交わらない 4直線は、この 4本と交わる直線がちょうど 2本あるとき、正則の位置
にあるという。n ≥ 4本の直線が正則の位置にあるとは、その中のどの 4本も正則の位置にあること
をいう。

定義 2.3. P3 内の 12本の直線 g1, g2, . . . , g6;h1, h2, . . . , h6 が Schläfliの双 6線系 (double six)をな
すとは、i 6= j ならば gi と hj が交わり、それ以外の 2直線は交わらないことをいう [24]。直線たち
を 2行に記し、異なる行にあってかつ同列にない 2直線は交わり、それ以外には交わる直線がないと
き、これを配線表とよぶ。

例えば配線表
h1 h2 h3 h4 h5 h6

g1 g2 g3 g4 g5 g6
(1)

は双 6線系を表す。次の定理は配線表

h1 h2 h3 h4 h5

g6
(2)

が配線表 (1)、つまり双 6線系に拡張できるための必要十分条件を与える。

定理 2.4 (Schläfliの双 6線系定理 [24]). P3内の互いに交わらない 5直線 h1, h2, . . . , h5と、この 5本
に交わる直線 g6の合わせて 6本が、双 6線系に拡張できるための必要十分条件は、h1, h2, . . . , h5が
正則の位置にあることである。また、双 6線系に拡張できるなら、拡張は一意的である。

定理 2.4の証明. はじめに必要性を示す。双 6線系に拡張できるなら、h1, h2, . . . , h5の中のどの 4本
についても、4本の中の 3本だけと交わる直線が存在する。この 4本が正則の位置にあることは次の
補題から従う。

補題 2.5. P3内の互いに交わらない 4直線 a1, a2, a3, a4の全部に交わる 2直線 b5, b6があり、さらに
4直線の中のちょうど 3本と交わる直線 b4 があれば、4直線は正則の位置にある。

証明. 4直線 a1, a2, a3, a4と交わる直線 bで、b5, b6と異なるものが存在するとせよ。このとき、b5, b6, b
は互いに交わらない。この 3本の直線の決定する 2次曲面をQとせよ。4直線はQ上の直線である。
b4 は 4直線の中の 3本と交わるから、これも Q上の直線であり、4直線すべてと交わる。これは b4

が a1, a2, a3, a4 の中の 3本だけと交わることに反する。 ¤

次に十分性を示そう。i = 1, 2, 3, 4, 5に対して、{h1, h2, h3, h4, h5} − {hi}のすべてと交わる g6以
外の直線を gi とする。(後述の配線表 (3)参照)
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h1 h2 h3 h4 h5 h6

g1

g2

g3

g4

g5

g6
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•

•
•

まず、5直線 g1, g2, g3, g4, g5 のすべてに交わる直線 h6 が存在したとせよ。すると、補題 2.5によ
り、g1, g2, . . . , g6は正則の位置にあるから、g3, g4, g5, g6と交わるのは h1と h2のみであり、h6と g6

は交わらない。従って g1, . . . , g6; h1, . . . , h6は双 6線系となる。さらに、g1, g2, . . . , g5および h6 は一
意的に決まるから、双 6線系への拡張は一意的である。

h6 の存在証明は、市田朝次郎 [13]の方法による。{h1, h2, h3}を含む 2次曲面を Q1, {h3, h4, h5}
を含む 2次曲面を Q2 とする。これらはいずれも互いに交わらない 3直線を含むから線織面であり、
平面を含むことはない。g1は h3, h4, h5 と交わり、Q2と 3点を共有するからQ2に含まれる。同様に
して Q2 は g1, g2, g3, g6 を含み、Q1 は g3, g4, g5, g6 を含む。g1 は h1 と交わらず、h2, h3 とは交わる
から、g1 は Q1 とちょうど 2点で交わる。一方、g1 は Q2 に含まれるから Q1 6= Q2 である。

Q1 ∩Q2は 2直線 h3, g6を含む。この 2本は交わるから平面 h3g6を決める。h1と g2の交点 h1g2

は、h1上にあるからQ1に含まれ、g2上にあるからQ2に含まれる。h1は h3と交わらないから、平
面 h3g6には含まれない。h1とこの平面の交点は h1と g6との交点だから、点 h1g2は平面 h3g6上に
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はないことがわかる。同様に、Q1 ∩Q2 は 4点集合 X = {h1g2, h2g1, h4g5, h5g4} (図の •)を含み、
X の 4点はどれも平面 h3g6 上にない。

X のどの 3点も同一直線上にはない。これをみるため、3点 h1g2, h2g1, h4g5 が直線 `上にあった
としよう。`は h1, h2と交わり、Q1は線織面だから `は h3とも交わる。さらに `は h4と交わり、Q2

も線織面だから `は h5とも交わる。結局、`は h1, h2, h3, h4, h5と交わるが、この 5本は正則の位置
にあるから、` = g6 でなければならず、これはX の点が平面 h3g6 上にないことと矛盾する。

補題 2.6. 4点集合X は同一平面上にある。

証明. Q1, Q2はいずれも平面 h3g6を含まず、Q1 ∪Q2も平面 h3g6を含まない。平面 h3g6上の点で、
Q1 ∪Q2上にない点 qをとる。λ = −Q2(q)/Q1(q)とおくと、2次曲面 λQ1 + Q2はX の 4点を通る。
この 2次曲面は 2直線 h3, g6 および点 q を含むから、q を通り、h3, g6 に交差する直線を含む。従っ
て平面 h3g6を含む。故に、この 2次曲面は 2つの平面からなり、X の 4点は同一平面上にある。 ¤

次に、{g1, g2, g3}, {g3, g4, g5}を含む 2次曲面 (線織面)をそれぞれQ3, Q4とする。Q3は h3, h4, h5

を含み、Q4は h1, h2, h3を含む。またQ3 6= Q4である。Q3 ∩Q4は、直線 g3と 4点集合X を含む。
補題 2.6よりX を含む平面があるから、それを αとする。もし αが g3 を含めば、X の 2点を通

る直線は、g3との交点を合わせて 3点をQ3と共有し、Q3に含まれる。すると、Q3は α上の直線を
3本 (以上)含むから、Q3 は αを含むことになり矛盾が生じる。よって、αは g3 を含まない。

補題 2.7. Q3 ∩Q4 は、直線 g3 と交差する直線 h6 を含む。

証明. αと g3 の交点を y とする。各 i = 3, 4に対して Qi は平面を含まないから、α ∩ Qi は、5点
X ∪ {y}を通る α上の 2次曲線である。この 5点の中のどの 4点も同一直線上にないから、5点を通
る 2次曲線 C が一意に決まる。故に、Q3 ∩ α = Q4 ∩ αで、Q3 ∩Q4 は α上の 2次曲線 C を含む。
平面 αは Q3 ∪Q4 に含まれない。点 q ∈ α \ (Q3 ∪Q4)をとり、λ = −Q4(q)/Q3(q)とおく。2次

曲面 Q5 := λQ3 + Q4 は点 qと 2次曲線 C さらに直線 g3 を含む。平面 α上で qを通り C と 2点で
交わる直線が 3本以上あるから、Q5は α を含む。従ってQ5は、αと、g3を含むある平面 βの和で
ある。また、Q3 ∩Q4 = Q3 ∩ (λQ3 + Q4) = Q3 ∩Q5より、Q3 ∩Q4 = (Q3 ∩ α) ∪ (Q3 ∩ β)である。

Q3 ∩ β は直線 g3 上にない点、例えば g3 と交わらない Q3 上の直線 g1 と β の交点を含む。また、
Q3 ∩ β は 2次曲線であるから、Q3 ∩ β は g3 ともう 1本の直線 h6 からなる。g3 と h6 は同一平面上
にあるから g3 と h6 は交わる。Q3 ∩Q4 ⊃ Q3 ∩ β はこの直線 h6 を含む。 ¤

補題 2.7で得た h6は g3と交わる。しかも線織面Q3上にあるから、g1, g2, g3と交わり、線織面Q4

上にあることから g3, g4, g5とも交わる。つまり h6は g1, g2, g3, g4, g5と交わる。h6が g6と交わらな
いことは既に示したから、これで定理 2.4の証明が完了した。 ¤

定理 2.4の証明から、h1, h2, h3, h4, h5 が正則の位置にあれば、配線表 (2)から次の配線表

h1 h2 h3 h4 h5

g1 g2 g3 g4 g5 g6
(3)

が得られ、上の配線表 (3)からは無条件に双 6線系の配線表 (1)が得られることがわかる。従って配
線表 (3)が与えられたとき、h1, . . . , h5は正則の位置にある。基礎体 k = Cの場合におけるこの事実
を、後で定理 7.3の証明に用いる。双 6線系の具体例は例 10.1を見よ。

3. 3次曲面上の双 6線系

この節では代数的閉体を任意に 1つ選んで固定し P3をその上の 3次元射影空間1とする。3次曲面
の性質を利用して、定理 2.4を P3 内の直線に対して証明しよう。概略を知るには [12]の §25が大変
参考になろう。3次曲面上の直線に関する基本的な性質を補題として証明なしに挙げるが、実際の証
明はどれも初等的で短いから引用文献を参照すると良い。特に [23]の 7.3から 7.7までの約 6ページ
には、非特異 3次曲面上の 27本の直線の作る組合せ論的な接続関係が証明付きで述べてある。
さて、配線表 (3)の直線 h1, . . . , h5, g6 ⊂ P3 が与えられたとする。各 hi 上に 3点、g6 上に 4点、

合計 3× 5 + 4 = 19点をとる。ただし、これらの点をとる際には、hi と g6 の交点は避けるものとす

1 応用上必要なのは C の場合だから、P3(C) の話だと思って読んでよい。閉体であることは、引用される補題の証明にお
いて方程式の根の存在に使われる。
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る。この 19点を通る 3次曲面 S が一意的に定まる。S は g6と 4点を共有するから g6を含む。hiは
最初にとった 3点と g6との交点を S と共有し、S に含まれる。各 giは h1, . . . , h5のうち 4本と交わ
り、この 4交点は S上にあるから giも Sに含まれる。以上で h1, . . . , h5, g1, . . . , g6の 11本が S上に
あることがわかった。

i 6= j のとき、gi, hj を含む平面と gj , hi を含む平面との交線を (ij) とかく。直線 (ij) は 4 直線
gi, gj , hi, hj と交わり、交点はすべて異なる。従って、さらに 10本の直線 (ij), 1 ≤ i < j ≤ 5が S上
にある。結局 21本の直線が S 上にあることがわかった。この Sは特異点を持たないことを背理法で
示そう。次の補題を利用する。

補題 3.1 ([1] p.206). もし S が特異点 P を持てば、S 上の直線は P を通る 6本 `1, . . . , `6 と、`i, `j

に交わる 15本の直線 `ij で尽くされる。

A = {h1, . . . , h5}, B = {g1, . . . , g6} とおく。上の補題を使って S 上の直線を L = {`1, . . . , `6},
C = {(ij) : 1 ≤ i < j ≤ 5}と分割する。Lのどの 2直線も交わるから |L ∩ A| ≤ 1, |L ∩B| ≤ 1であ
る。従って、|L ∩ C| ≥ 4となる。一方 (ij)と (k`)は {i, j} ∩ {k, `} 6= ∅なら交わらないから、C か
らどんな 3本を選んでも、そのうちの 2本は交わらない。従って、|L ∩ C| < 3となり、矛盾が生じ
る。よって、S は非特異でなければならない。
これ以降、S ⊂ P3 を非特異 3次曲面とする。このとき、次の 2つの補題が成立つ。

補題 3.2 ([23] 命題 7.1). 任意の点 P ∈ Sに対して、S上の直線で P を通るものは高々3本しかない。
もし 2本以上あれば、それらは同一平面上にある。

補題 3.3 ([23] 命題 7.3). 与えられた直線 ` ⊂ S に対して、`と交わる S 上の直線はちょうど 5組
(`i, `

′
i)が存在し、次のようになっている。
(i) 各 i = 1, . . . , 5に対して、` ∪ `i ∪ `′i は同一平面 Πi 上にある。(従って `i と `′i は交わる。)
(ii) i 6= j ならば、(`i ∪ `′i) ∩ (`j ∪ `′j) = ∅.
直線 `及び 5つの組 (`i, `

′
i)以外の任意の直線 n ⊂ S は、各 iに対して必ず (`i, `

′
i)の片方のみと交

わる。実際、補題 3.3より nは `とは交わらない。nは Πiと交わるが、S ∩Πi = `∪ `i ∪ `′i だから n
は `i ∪ `′i と交わる。もし nが `i と `′i の交点を通ると補題 3.2に矛盾。

定理 2.4の証明. 十分性のみ示す。配線表 (3)の直線 h1, . . . , h5; g1, . . . , g6 ⊂ P3 が定まったとする。
g1, . . . , g5 と交わり、g6 とは交わらない直線 h6 の存在を示そう。補題 3.3より h1 と交わる直線が 5
組 10本ある。このうち 4組は、

(g2, (12)), (g3, (13)), (g4, (14)), (g5, (15)).

5組目を (g6, x)とおく。g1 と交わる直線も 5組 10本で、そのうち 4組は、

(h2, (12)), (h3, (13)), (h4, (14)), (h5, (15)).

5組目を (h6, y)とおく。但し、h1 が交わる方を y, 交わらない方を h6 とする。h6 は yと交わる。
h1 が交わる 10本は上で尽くされており、その中の 1本が yだが、

y 6∈ {g2, g3, g4, g5, g6, (12), (13), (14), (15)}
だから y = xである。補題 3.3 (ii)より 2 ≤ i ≤ 5に対して (h6 ∪ {y}) ∩ (hi ∪ (1i)) = ∅だから、h6

は (12), (13), (14), (15)とは交わらない。一方、h6は (gi, (1i))のどちらか片方とだけ交わるから、そ
れは gi である。つまり h6 は g2, g3, g4, g5 と (そして g1 とも)交わる。また h6 は (g6, x)のどちらか
片方とだけ交わるが、それは x = yだから g6 とは交わらない。 ¤

以下は我々の目的には必要ないが、S 上の 27本の直線配置の決定はあと少しで完了するから、参
考までに述べておく。直線 ` ⊂ Sと交わる S上の 5組 (`i, `

′
i)をとる。mを `と交わらない直線とし、

必要なら記号を付け換えて、各 iに対してmは `iのみと交わるとしてよい。従って `は `′′i と交わら
ない。mと交わる 5組を (`i, `

′′
i )とする。補題 3.3 (ii)をmに適用すると、i 6= j に対して、直線 `′′i

は `j とは交わらない。一方、S 上の任意の直線は、各 j に対して `, `j , `
′
j のどれかとは交わるから、

i 6= j なら `′′i は `′j と交わる。
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補題 3.4 ([23] 命題 7.6). n ⊂ Sをこれら 17本の直線とは異なる任意の直線とすると、nは 5本の直
線 `1, . . . , `5の中のちょうど 3本と交わる。逆に、任意に選んだ番号の 3つ組 {i, j, k} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}
に対して、`i, `j , `k と交わる直線 `ijk ⊂ S が `,m以外にただ 1本存在する。

この表記では例えば、̀ , `′′1 , . . . , `′′5 ; m, `′1, . . . , `
′
5が双6線系になる。逆に双6線系g1, . . . , g6;h1, . . . , h6

が与えられたら、この 12本を含む 3次曲面上の残りの 15本の直線は (ij), 1 ≤ i < j ≤ 6である。

4. 直線の Plücker座標

直線の Plücker座標 [22]は、P3 の直線を P5 の点として表示する同次座標である。この対応で P3

の直線全体は P5 の 2次曲面M となる。さらに P3 の交わる 2直線に対応するM 上の 2点を結ぶ直
線はM に含まれる。これを利用して、交わる 2直線の Plücker座標がもつ条件が求まる。以下の扱
いは [5]の 8章 §6と [28]の 1章 §7を参考にした。
この節では、基礎体は Rか Cに固定しておく。P3の点を太小文字 x等で表し、対応する同次座標

は [x1, x2, x3, x4]等とする。P3 内の異なる 2点 a, bを通る直線 ` = `(a, b)を

`(a, b) = {sa + tb : [s, t] ∈ P1} (4)

と定める。ここで 1 ≤ i, j ≤ 4, i 6= j に対して

pij = pij(a, b) = aibj − ajbi (5)

とおく。このとき
p12p34 + p13p42 + p14p23 = 0 (6)

が成立つ。また (a1, a2, a3, a4)と (b1, b2, b3, b4)は線形独立だから、行列(
a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

)

の階数は 2で、pij はこの行列の小行列式だから、pij の全部が 0ということはない。そこで直線 `の
Plücker座標 f(`) ∈ P5 を

f(`) = [p12, p13, p14, p34, p42, p23] = [a1b2 − a2b1, . . . , a2b3 − a3b2] (7)

と定める。表示 (7)が `を指定する 2点の取り方に依らないことを確かめよう。a′, b′ ∈ `(a, b)を取
ると (4)より [s, t], [u, v] ∈ P1 を用いて a′ = sa + tb, b′ = ua + vbとかける。sv − tu 6= 0に注意す
ると、(5), (7)から f(`(a′, b′)) = (sv − tu)f(`(a, b)) = f(`(a, b)) を得る。

命題 4.1. P3 内の直線全体の集合を L, P5 内の 2次曲面M を

M = {[α, β, γ, ξ, η, ζ] ∈ P5 : αξ + βη + γζ = 0}
とする。Lに属する任意の直線 `に対して、その Plücker座標 f(`)は、(6)によりM の点となり、
f : L → M は全単射である。

証明. 単射性。2直線 `, `′ ∈ Lが f(`) = f(`′)をみたすとする。`上の 2点 a, bをとる。f(`)は (7)
で定まるが、必要なら座標を取替えて p12 6= 0としてよい。このとき (4) より

c = b1a− a1b = [0, p12, p13, p14], d = b2a− a2b = [p12, 0,−p23, p42] (8)

は `上の異なる 2点である。f(`′) = [p′12, p
′
13, p

′
14, p

′
34, p

′
42, p

′
23] とおけば、f(`) = f(`′)より、ある

c 6= 0が存在して p′ij = cpij が任意の i, j に対して成立つ。従って、(8)より c, d ∈ `′、つまり ` = `′

である。
全射性。P = [α, β, γ, ξ, η, ζ] ∈ M をとる。α 6= 0としてよい。P3 内の異なる 2点 c = [0, α, β, γ],

d = [α, 0,−ζ, η]をとり、この 2点を通る直線を ` = `(c, d) ∈ Lとすると、(7)より

f(`) = [α2, αβ, αγ,−βη − γζ, αη, αζ] (9)

である。P ∈ M より αξ = −βη − γζ を用いて (9)の右辺を α 6= 0で割ると P = f(`)を得る。 ¤
命題 4.2. P3内の2直線 `, `′と、そのPlücker座標f(`) = [α, β, γ, ξ, η, ζ], f(`′) = [α′, β′, γ′, ξ′, η′, ζ ′] ∈
M について、次の (i), (ii), (iii)は同値である。

(i) `と `′ が交わる。
(ii) f(`)と f(`′)を通る P5 の直線はM に含まれる。
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(iii) αξ′ + α′ξ + βη′ + β′η + γζ ′ + γ′ζ = 0.

証明. (i)⇒(ii). `が aと bを通り、`′ が aと cを通るとする。このとき

f(`) = [a1b2 − a2b1, . . . , a2b3 − a3b2], f(`′) = [a1c2 − a2c1, . . . , a2c3 − a3c2] (10)

であり、この 2点を通る直線上の点Q = [α′′, . . . , ζ ′′] ∈ P5は [s, t] ∈ P1を用いて、Q = sf(`)+ tf(`′)
と表せる。このとき (10)を代入して計算すると α′′ξ′′ + β′′η′′ + γ′′ζ ′′ = 0となり、Q ∈ M となる。

(ii)⇒(iii). 任意の [s, t] ∈ P1 をとり、点 Q ∈ P5 を Q = sf(`) + tf(`′) = s[α, . . . , ζ] + t[α′, . . . , ζ ′]
とおけば、仮定よりこの点はM 上にある。Qに (6)を適用し、f(`)と f(`′)も (6)をみたすことを用
いると、st(αξ′ + α′ξ + βη′ + β′η + γζ ′ + γ′ζ) = 0となる。ここで s, tは任意だから、(iii)が成立つ。

(iii)⇒(i). ` が a, b を通り、`′ が c,d を通るとする。このとき (5) より α = a1b2 − a2b1, ξ
′ =

c3d4 − c4d3 等であり、これらを代入して (iii)の左辺を計算すると、それは

det




a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4

d1 d2 d3 d4




と一致する。従って (iii)より上の行列式の値は 0である。つまり 4点 a, b, c, dは P3内の同一平面上
にあり、`と `′ は交わる。 ¤

5. P3(C)内の直線族 Λ

複素数 a, b, c, d, x, yを用いて、P3(C)内の直線の Plücker座標を

[a, x + y
√−1, b, c, x− y

√−1, d] (11)

の形に書くと、条件 (6)は
ac + bd + x2 + y2 = 0 (12)

となる。(11)の形の同次座標を簡単に λ(a, b, c, d, x, y)で表す。

定義 5.1. 実数 a, b, c, d, x, yを用いて、(11)の形にかける P3(C)内の直線全体を Λで表す。Λは

{λ(a, b, c, d, x, y) ∈ P5(C) : a, b, c, d, x, y ∈ Rは (12)をみたす }
と自然に同一視できる。

補題 5.2. 4直線 g1, g2, g3, g4 ∈ Λが互いに交わらず、この 4本と交わる直線が P3(C)内にちょうど
2本あるとき、その一方が Λに属するなら、他方も Λに属する。

証明. 4直線を gj = λ(aj , bj , cj , dj , xj , yj) (j = 1, 2, 3, 4) とおくと、aj , bj , cj , dj , xj , yj ∈ Rである。
直線 h = λ(A,B,C, D,X, Y )がすべての gj と交わるなら、hは命題 4.2より連立線形方程式

cjA + ajC + djB + bjD + 2xjX + 2yjY = 0, j = 1, 2, 3, 4 (13)

をみたし、さらに h ∈ Λであれば (12)より 2次方程式

AC + BD + X2 + Y 2 = 0 (14)

もみたす。(13)は実係数の線形連立方程式だから、互いに独立な実解 vk := (Ak, Bk, Ck, Dk, Xk, Yk)
(k = 1, 2, . . . )を持つ。仮定より 4直線に交わる直線の片方は Λに属するから、v1 は (14)をみたす、
即ち、θ1 := A1C1 + B1D1 + X2

1 + Y 2
1 = 0としよう。つまり λ(v1) ∈ Λと仮定する。このとき、4直

線と交わるもう一方の Λの直線を求めよう。
もし v2が (14)をみたせば、λ(v2)が求める直線である。そこで θ2 := A2C2 +B2D2 +X2

2 +Y 2
2 6= 0

としよう。4直線は正則の位置にあり、λ(v1)も λ(v2)も 4直線すべてに交わるから、λ(v1)と λ(v2)
は交わらない。従って命題 4.2より ω12 := A2C1 + A1C2 + B2D1 + B1D2 + 2X2X1 + 2Y2Y1 6= 0 で
ある。ここで µ ∈ Rを ω12 = µθ2 で定め、v′ = v1 − µv2 とおく。つまり、

(A′, B′, C ′, D′, X ′, Y ′) = (A1, B1, C1, D1, X1, Y1)− µ(A2, B2, C2, D2, X2, Y2).

このとき計算により A′C ′ + B′D′ + X ′2 + Y ′2 = θ1 − µ(ω12 − µθ2) = 0 がわかるから、v′ は方程式
(13), (14)の実解で v1 と独立、つまり λ(v′)が求める直線である。 ¤
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配線表 (2)から配線表 (1)への拡張は Λ内で閉じている。即ち、次が成立つ。

定理 5.3 (Λにおける双 6線系). P3(C)における双 6線系 {g1, g2, . . . , g6, h1, h2, . . . , h6}において、6
本の直線 h1, h2, . . . , h5, g6 が Λに属するなら、12本すべてが Λに属する。　

証明. 補題 5.2により、g1, . . . , g5 および h6 はすべて Λに属する。 ¤

6. R3 ∪ {∞}内の有向球面集合 Θ

R3に無限遠点∞を付け加えてコンパクト化したものを R3 ∪ {∞}で表す。R3 ∪ {∞}の球面とは
次のいずれかを指す。

実球面: R3 内の通常の球面。正の半径を持つ。
平面: R3 内の平面に無限遠点∞を追加したもの。
点球: R3 ∪ {∞}の 1点からなる集合、つまり半径 0の球面。

実定数 (a, b, c, d, e) 6= (0, 0, 0, 0, 0)に対して、

a(x2 + y2 + z2) + b− 2cx− 2dy − 2ez = 0 (15)

が表す図形を考えよう。a, b, c, d, eをその非零スカラー倍 λa, λb, λc, λd, λeに置換えても対応する図
形は同じだから、図形のパラメタとして同次座標 [a, b, c, d, e]を用いる。

a 6= 0のとき、(15)は (x− c/a)2 + (y − d/a)2 + (z − e/a)2 = (f/a)2 と書換えられる。ここで

f2 = c2 + d2 + e2 − ab (16)

とおいた。このとき (15)は中心 (c/a, d/a, e/a), 半径 |f/a|の実球面 (f 6= 0のとき)か、または、点
球 (f = 0のとき)を表す。但し a, b, c, d, eは (16)の右辺が非負になるように選ぶ必要があり、このと
き f には 2通りの選択がある。

a = 0かつ c2 + d2 + e2 > 0のとき、(15)は平面をあらわす。(16)をみたすように f を選べば、
(c/f, d/f, e/f)はこの平面の単位法線ベクトルである。b 6= 0, a = c = d = e = 0のとき、(15)は
b = 0という矛盾した式になるが、パラメタ [0, b = 1, 0, 0, 0]は点球 {∞}を表すと定義する。
以上で R3 ∪ {∞} の任意の球面は、c2 + d2 + e2 − ab ≥ 0 なる実数 a, b, c, d, e による同次座標

[a, b, c, d, e]で一意的に表されることがわかった。さらに (16)をみたす f の値をも指定した球面を有向
球面という。R3 ∪ {∞}の有向球面は、(16) を満たす実数 a, b, c, d, e, f による同次座標 [a, b, c, d, e, f ]
で一意的に表される。P = (c, d, e) ∈ R3に対して点球 {P}は [1, c2 + d2 + e2, c, d, e, 0]、点球 {∞}は
[0, 1, 0, 0, 0, 0]である。中心 (x0, y0, z0), 半径 rの実球面は [1, x2

0 + y2
0 + z2

0 − r2, x0, y0, z0,±r]である。

定義 6.1. R3 ∪ {∞}の有向球面全体を Θで表す。つまり、

Θ = {[a, b, c, d, e, f ] ∈ P5(R) : −ab + c2 + d2 + e2 − f2 = 0}.
有向実球面の符号を f/aの符号で、有向平面の符号を f の符号で定める。同じ球面 (平面)に対

して f の選び方で符号は正にも負にもなることに注意せよ。正の有向実球面の球面上の点における
符号ベクトルをその点から球の中心向きの単位ベクトルと定め、正の有向平面の符号ベクトルは、
(c/f, d/f, e/f)と定める。負の有向実球面、有向平面の符号ベクトルは、正の場合の符号ベクトルの
(−1)倍と定める。
異なる 2つの球面は、1点だけを共有するとき接触するという。両方とも点球ではない 2つの有向

球面は、接触し、かつ接点での符号ベクトルが一致するとき正の接触をするという。正の接触をする
実球面は、同符号なら内接し、異符号なら外接する。
点球と有向球面は、接触するなら正の接触をすると定める。従ってある点球が有向球面 [a, b, c, d, e, f ]

と正の接触をするなら、[a, b, c, d, e,−f ]とも正の接触をする。

命題 6.2. 2つの有向球面 [a, b, c, d, e, f ]と [a′, b′, c′, d′, e′, f ′]が正の接触をするための必要十分条件は

−ab′ − ba′ + 2cc′ + 2dd′ + 2ee′ − 2ff ′ = 0

である。
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証明. 2球面が有向実球面の場合を示そう。a = a′ = 1としてよい。球面の中心は (c, d, e)と (c′, d′, e′)
で半径は |f |と |f ′|である。このとき、2球面が正の接触をするための必要十分条件は、

(c− c′)2 + (d− d′)2 + (e− e′)2 = (f − f ′)2

⇔ −2cc′ − 2dd′ − 2ee′ + 2ff ′ + (c2 + d2 + e2 − f2) + (c′2 + d′2 + e′2 − f ′2) = 0
⇔ −2cc′ − 2dd′ − 2ee′ + 2ff ′ + b + b′ = 0 (∵ (16))
⇔ −ab′ − a′b + 2cc′ + 2dd′ + 2ee′ − 2ff ′ = 0 (∵ a = a′ = 1)

となる。他の場合も同様に証明できる。 ¤

7. Lieの線球変換

Plücker座標が [α, β, γ, ξ, η, ζ]である直線と、有向球面 [a, b, c, d, e, f ]を対応させるため、

α = a, β = c + d
√−1, γ = e + f,

ξ = −b, η = c− d
√−1, ζ = e− f,

(17)

とおくと、αξ + βη + γζ = −ab + c2 + d2 + e2 − f2 = 0である。最後の等式は (16)を用いた。従っ
て、(17)は Θから Λへの全単射を与える。逆変換は次の通り。

a = α, c = (β + η)/2, e = (γ + ζ)/2,
b = −ξ, d = (β − η)/(2

√−1), f = (γ − ζ)/2.
(18)

定義 7.1. (18) が与える全単射 ϕ : Λ → Θ, [α, β, γ, ξ, η, ζ] 7→ [a, b, c, d, e, f ] を Lie の線球変換
(line-sphere transformation) [4, 10, 15, 20]という。

補題 7.2. 線球変換 ϕ : Λ → Θにおいて、2直線 g, hが交わることと、2つの有向球面 ϕ(g), ϕ(h)が
正の接触をすることは同値である。

証明. 線球変換で、直線 [α, β, γ, ξ, η, ζ]と [α′, β′, γ′, ξ′, η′, ζ ′]が、それぞれ、有向球面 [a, b, c, d, e, f ]
と [a′, b′, c′, d′, e′, f ′]に対応するとき、(17), (18)より

αξ′ + α′ξ + βη′ + β′η + γζ ′ + γ′ζ = 0 ⇔ −ab′ − ba′ + 2cc′ + 2dd′ + 2ee′ − 2ff ′ = 0

が成立つ。これに命題 4.2と命題 6.2を適用する。 ¤

配線表の定義 2.3において「直線」を「球面」に、「交わる」を「正の接触をする」に置換えたも
のを配球表とよぶ。次の定理は

σ1 σ2 σ3 σ4 σ5

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6
⇒ σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6

なる配球表の拡張を保証する。これは定理 2.4の証明の後に述べた配線表に関する事実を、補題 7.2
と定理 5.3をふまえて、線球変換で配球表に関する事実に翻訳したものである。なお上の右側の配球
表に対応する 12球面を双 6球系 (例 10.2参照)という。

定理 7.3 (Θにおける双 6球系定理). 11個の有向球面 σ1, . . . , σ5, τ1, . . . , τ6 ∈ Θにおいて、i 6= j な
ら σiと τj は正の接触をし、他には正の接触をする対はないものとする。このとき、有向球面 σ6 ∈ Θ
で τ1, . . . , τ5 の 5個に正の接触をし、τ6 には正の接触をしないものが存在する。

8. 四面体の接球面に関するGraceの定理

四面体の 4頂点を通る球面を四面体の外接球面という。四面体 ABCD の頂点 A,B, C, D の対面
の決定する平面を、それぞれ a, b, c, dで表す。4平面 a, b, c, dに接する球面を四面体の接球面という。
四面体をなす各平面が定める半空間のうち、四面体のある側を内側、反対側を外側とよぼう。このと
き四面体の接球面は次のように分類できる ([2] p.296参照)。

内接球面: 4枚の平面の内側にある接球面、1個。
傍接球面: 3枚の平面の内側、1枚の平面の外側にある接球面、4個。四面体の面に外側から接
する。
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屋根の接球面: 2枚の平面の内側、2枚の平面の外側にある接球面 (次図のXY ZWADの部分)。
四面体の形により、個数は 0から 3のすべての値をとり得る。ただし a, dの内側、b, cの外
側に 1個あれば、a, dの外側、b, cの内側にはない。
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この接球面は外接球には含まれず、特に接点は四面体の面上にはない。なぜなら、球面が平
面 a, dの内側にあれば、平面 dとの接点は図の角領域XAY にあり、この領域は外接球の外
部にあるからである。

定理 8.1 (Grace[8]). 四面体の接球面のうち内接球面のみが外接球に含まれる。傍接球面は外接球面
と交差し、屋根の接球面は外接球の外部にある。

上の定理は次の命題から従う。以下では、球面 σ およびその内部を σ̄ で表す。3つの球面 σ, σ′, τ
において σと τ が内接し、σ′ と τ も内接するとき、τ は σ, σ′ の両方に内接するという。外接の場合
も同様にいう。

命題 8.2 (Graceの球面 [9]). R3内の四面体 ABCDの内接球面を σI、外接球面を σC , 面 aの外側に
ある傍接球面を σE , 面 a, bの外側にある屋根の接球面を σR とする。このとき次が成立つ。

(i) 頂点 B, C, Dを通り σI , σE の両方に内接する実球面 τ1 が存在し、σE と σC は交わる。
(ii) 頂点 A,C,Dを通り σE , σR の両方に外接する実球面 τ2 が存在し、σR は σ̄C の外部にある。

証明. 四面体の 4頂点 A,B, C, Dの対面がそれぞれ a, b, c, dであった。σI , σE , σR に正の符号をつけ
た有向実球面を σ+

I , σ+
E , σ+

R とし、平面 a, b, c, dに、σ+
I に正の接触をするように符号をつけた有向平

面を a+, b+, c+, d+、反対の符号をつけたものを a−, b−, c−, d−とする。このとき、次の配球表を得る。

a− a+ b+ c+ d+

σ+
I σ+

E {B} {C} {D} {∞}

従って、定理 7.3により、5個の有向球面 σ+
I , σ+

E , {B}, {C}, {D}に正の接触をする有向球面が存在す
る。対応する球面 τ1は、B, C,Dを通り、a+, a−のいずれとも異なるから、実球面であり、σI , σE は
両方これに接する (τ1 の符号が正なら両方に内接、負なら両方に外接)。
平面 aの内側 (四面体の側)の半空間をHa とする。Ha ∩ σ̄C ⊂ τ̄1 ならば σ̄I ⊂ τ̄1で σI と τ1が接

することに矛盾する。従って、Ha ∩ τ̄1 ⊂ σ̄C であり σI , σE は τ1に内接する。このとき σE と面 aと
の接点は σC の内部、σE と τ1 との接点は σC の外部にあるから、σE と σC は交わる。これで (i)が
示せた。
次に (ii)を示そう。配球表

a− b− b+ c+ d+

{A} σ+
E σ+

R {C} {D} {∞}

より、A,C,Dを通り σE , σRの両方に接する (両方に内接、または両方に外接する)実球面 τ2の存在
がわかる。平面 bの外側の半空間をHbとする。まずHb ∩ τ̄2 ⊂ σ̄C と仮定しよう。もし σE が τ2に外
接すると σE は σC と交わらず (i)に矛盾する。σE が τ2 に内接すると σR も τ2 に内接し、σ̄R ⊂ σ̄C

となり矛盾する。従って、Hb ∩ σ̄C ⊂ τ̄2である。この場合、σE が τ2に内接すると σ̄E ⊂ σ̄C で矛盾
が生じる。結局、σE , σRは τ2に外接し、σ̄R ⊂ Hb, Hb ∩ σ̄C ⊂ τ̄2なので σRは σC の外部にある。 ¤
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9. R3 内の単位球面のある種の配置の非存在

ここまでの準備をもとに、このノートの主結果である次の定理を証明しよう。

定理 9.1. R3 内の 5個の単位球面が、どの 4個も共有点を持てば、全体の共通部分は空でない。

ここで点 p ∈ Rdに関する反転を導入する。これは Rd ∪{∞}から自分自身への写像で、点 p,∞ を
それぞれ点∞, pに写像し、それ以外の点 xを p + (x− p)/|x− p|2に写像するものである。反転は 2
回繰り返すと元に戻るから、全単射である。反転によって、pを中心とする単位球面の内部と外部が
入替わり、球面は球面に移る。より具体的には次が成立つ。証明は易しい ([18]の 2章など)。

命題 9.2. 点 p ∈ Rd に関する反転について以下が成立つ。
(i) 点 pを通らない球面の像は、pを通らない球面である。
(ii) 点 pを通る球面の像は、pを通らない平面で、pを通らない平面の像は、pを通る球面である。
(iii) 点 pを通る平面の像は、その平面自身である。
(iv) 点 pを内部に含む球面 Aを球面 B が含めば、B の像は Aの像である球面の内部にある。

四面体 (を構成する 4平面)とその内接球面を、内接球面の中心 pで反転すると、4平面の像は pを
通る 4球面で、内接球面の像はこの 4球面を内部に含み 4球面に内接する大きな球面となる。一方、
点 pを通る 4球面と、その 4球面を内部に含み 4球面に内接する大きな球面が与えられたとき、これ
らを点 pで反転すると、4球面の像は pを通らない 4平面だが、大きな球面の像は 4平面の接触球面
であり、必ずしも四面体の内接球面にはならない。これは当然のことだが、誤解しやすいので注意し
ておく。

補題 9.3. 平面上で、円 Γの中に三角形∆があり、∆の中に円 γ がある。円 γ の中心に関する反転
を ψとすると、ψ(Γ)の直径は ψ(γ)の半径を超えない。両者が等しいのは、Γが∆の外接円で、γが
∆の内接円の場合に限る。

証明. 必要なら∆をそれを含むより大きな三角形で置換え、はじめから∆が Γに内接すると仮定し
てよい。∆の中に γ があるから、∆と相似の位置にある三角形∆′ で γ に外接するものが存在する。
このとき、∆と∆′の相似の中心 P は∆′に含まれる。∆を∆′に移す中心 P の相似縮小で、円 Γを
円 Γ′ に縮小すると、Γ′ は円 Γに含まれる。従って ψ(Γ)は ψ(Γ′)に含まれ、ψ(Γ)の直径は、ψ(Γ′)
の直径以下となる。円 γ の中心を O,半径を r, 三角形∆′ の 3辺を含む 3直線を a, b, cとする。この
とき ψ(a), ψ(b), ψ(c)はOを通る直径 1/rの 3つの円となる。この 3円のO以外の 3交点を通る円が
ψ(Γ′) である。定理 1.1より ψ(Γ′)の直径は、ψ(γ)の半径 1/r に等しい。故に、ψ(Γ)の直径は 1/r
以下であり、等しくなるのは Γ = Γ′ の場合に限る。 ¤

補題 9.4. R3内の四面体 T の内接球面を σ、外接球面を Σとする。σの中心に関する反転を ψとす
ると、ψ(Σ)の直径は ψ(σ)の半径より小さい。

証明. σ の中心を O、Σの中心を Qとする。点 O, Qと、T の頂点の 1つを通る平面 H をとる。平
面H による Σ, T, σの切り口として、H 上の円 Γとその中の三角形 ∆、その中の円 γ を得る。この
とき、ψ(Γ)と ψ(Σ)の直径は等しく、ψ(γ)と ψ(σ)の半径も等しい。Γは∆の外接円ではないから、
補題 9.3により、ψ(Σ)の直径は ψ(σ)の半径より小さい。 ¤

定理 9.1の証明. 背理法による。以下では、球面Sとその内部を S̄と記す。5個の単位球面S0, S1, . . . , S4

の中のどの 4個も共通部分を持つが、全体の共通部分は空集合だと仮定する。4個の球面の共通点
を接合点と呼ぶ。Si 以外の 4球面の接合点を Qi とする。Q0 は S1, S2, S3, S4 の接合点で、S0 上に
4点 Q1, Q2, Q3, Q4 がのる。接合点 Q0 に関する反転を ψ とし、Σi := ψ(Si), pi := ψ(Qi)とおく。
Q0 6∈ S0だから Σ0は球面で、Σ1, Σ2, Σ3, Σ4は平面である。この 4平面は p1, p2, p3, p4を頂点とする
四面体 T を張り、Σi は pi の対面で、Σ0 は T の外接球面である。
ある iについて、Qi ∈ S̄iであることを示そう。Q0が S̄0の外部にあるなら、Q0は Σ̄0の外部にあ

り、四面体 T の外部にある。T を構成する 4平面はQ0を通らないから、Q0に最も近い平面を Σiと
すると、Q0 と pi を結ぶ線分は Σi と交わる。このとき点 Qi は ψ(Σ̄i) = S̄i に含まれる。
必要なら球面の番号を付替えて、Q0 ∈ S̄0としよう。中心Q0、半径 2の球面を S′とする。S̄0 ⊂ S̄′

で、S̄0はQ0を含む単位球だから、ψ(S0)とその内部である Σ̄0は ψ(S′)を含む。また、S1, S2, S3, S4

はQ0を通る直径 2の球面だから、これらは S′に内接する。つまり σ := ψ(S′)は T の接球面で、外
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接球 Σ̄0に含まれる。従って定理 8.1より、σは T の内接球面であり、補題 9.4より、S0 = ψ(Σ0)の
直径は、ψ(σ)の半径 2より小さい。これは S0 が単位球面であることに反する。 ¤

10. 球面配置の例と問題

例 10.1. R3 内の双 6線系の具体例を挙げよう。この配置の透視図が [12]の 179ページにある。
直線 h1 h2 h3 h4 h5 h6

通る点 (3, 0, 0) (0, 3, 0) (0, 0, 3) (2, 2, 3) (3, 2, 2) (2, 3, 2)
(−1, 2, 0) (0,−1, 2) (2, 0,−1) (0, 2,−1) (−1, 0, 2) (2,−1, 0)

直線 g1 g2 g3 g4 g5 g6

通る点 (2, 3, 2) (2, 2, 3) (3, 2, 2) (3, 0, 0) (0, 3, 0) (0, 0, 3)
(0,−1, 2) (2, 0,−1) (−1, 2, 0) (−1, 0, 2) (2,−1, 0) (0, 2,−1)

これらの直線の Plücker座標は次の表の通りである。これらは Λの直線ではないが、(18)の定義域を
P3(C)の直線全体に拡げた線球変換 ϕを考えれば、各直線に対応する複素有向球面 (Θには入らない)
が求まる。これらの球面はC3の双 6球系をなすが、その中には、平面 (ϕ(h2), ϕ(h3), ϕ(g4), ϕ(g6))と
点球 (ϕ(h5))も含まれる。I :=

√−1としている。
i hi の Plücker座標 gi の Plücker座標 有向球面 ϕ(hi) 有向球面 ϕ(gi)
1 [6, 0, 4, 0, 2, 0] [2,−4,−2, 0, 4,−8] [6, 0, 1, I, 2, 2] [2, 0, 0, 4I,−5, 3]
2 [0, 0, 0,−2,−4, 6] [4, 8, 0,−4, 2, 2] [0, 2,−2,−2I, 3,−3] [4, 4, 5,−3I, 1,−1]
3 [0,−6,−2, 4, 0, 0] [−8,−2,−4,−2, 0, 4] [0,−4,−3, 3I,−1,−1] [−8, 2,−1, I, 0,−4]
4 [4,−2, 2, 4, 0,−8] [0, 6, 4,−2, 0, 0] [4,−4,−1, I,−3, 5] [0, 2, 3,−3I, 2, 2]
5 [2, 8, 4, 0,−2, 4] [−6, 0,−2, 0,−4, 0] [2, 0, 3,−5I, 4, 0] [−6, 0,−2,−2I,−1,−1]
6 [−8,−4, 0, 2,−4, 2] [0, 0, 0, 4, 2,−6] [−8,−2,−4, 0, 1,−1] [0,−4, 1, I,−3, 3]

以下で考える双 k球系では点球は除くことにする。つまり、Rd内の相異なる 2k個の球面 (実球面
または平面)の配置 A1, . . . , Ak; B1, . . . , Bk は、それぞれの球面に符号をつけ、i 6= jならば Aiと Bj

は正の接触をし、それら以外の 2球は正の接触をしないようできるとき、双 k球系をなすという。こ
のとき Ai, Bj は、同符号なら内接、異符号なら外接する。

例 10.2. R3 内の実球面のみで構成された双 6球系の具体例を挙げよう。
A1 [1, 3, 2, 0, 0, 1] B1 [1,−5,−2, 0, 0, 3]
A2 [1, 3,−1,

√
3, 0, 1] B2 [1,−5, 1,−√3, 0, 3]

A3 [1, 3,−1,−√3, 0, 1] B3 [1,−5, 1,
√

3, 0, 3]
A4 [1, 2, 0, 0, 3/2, 1/2] B4 [1,−10, 0, 0, 3/2, 7/2]
A5 [1, 2, 0, 0,−3/2, 1/2] B5 [1,−10, 0, 0,−3/2, 7/2]
A6 [1,−25, 0, 0, 0, 5] B6 [1,−1, 0, 0, 0,−1]

同次座標の先頭が 1なので、座標の後ろ 4つが順に、球の中心、および符号付き半径を表す。この例
では、B6 と Ai(i 6= 6)たちはすべて外接し、その他の Ai と Bj(i 6= j)はすべて内接する。これらは
すべてΘ の球であり、線球変換の逆変換で得られる直線はすべて Λに入る。A2, A3, B2, B3に対応す
る直線は C3 にあるが R3 には入らない。

定理 10.3. d ≥ 1とする。Rd 内の双 k球系が存在するなら、k ≤ d + 3である。

証明. 球面の符号は±1に選ぶ。球面 Aiの中心を (ai,1, ai,2, . . . , ai,d), 半径を ri > 0, 符号を εiとし、
球面Bj の中心を (bj,1, bj,2, . . . , bj,d), 半径を r′j > 0, 符号を ε′j とする。球面Aiに対応する多項式 fAi

を
fAi(x1, x2, . . . , xd, r) = (x1 − ai,1)2 + (x2 − ai,2)2 + · · ·+ (xd − ai,d)2 + (r − εiri)2

とおく。このとき

fAi(Bj) = fAi(bj,1, bj,2, . . . , bj,d, ε
′
jr
′
j)

{ 6= 0 if i = j
= 0 if i 6= j

であるから、{fAi}たちは線形独立である。一方、{fAi}たちのつくる線形空間は
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

d + r2, x1, x2, . . . , xd, r, 1
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で張られるから、次元は高々d+3, 即ち、独立な fAi
は高々d+3個である。故に k ≤ d+3である。 ¤

問題 10.4. R3内の双 6球系として実現可能な球面の符号付けを決定せよ。外接のみでも双 6球系が
構成できるか。

例 10.5. Rd 内の双 (d + 2)球系を外接のみで構成しよう。単位正 d単体を固定する。単体の頂点を
v1, . . . , vd+1 とし、vi の対面を Fi とする。半径 ε ¿ 1の球 A1, . . . , Ad+2 をとり、頂点 vi に Ai の中
心を合わせ、単体の中心に Ad+2を配置する。Fi上にある d個の Aj たち (j 6= i, d + 2)および Ad+2

に外接する球を Biとし、A1, . . . , Ad+1に外接する球を Bd+2とする。すべての Aiに正符号を Biに
負符号をつければ双 (d + 2)球系を得る。

例 10.6. R1内の双4球系は存在しない2。これをみるため、双4球系A1, . . . , A4; B1, . . . , B4が存在し
たとしよう。各球面はこの場合、2点集合である。一般性を失わず、A1 の片方の点を B2, B3 が含む
としてよい。A1とB2, A1とB3は正の接触をするから、B2とB3 は同符号で正の接触をするか、異
符号で正の接触をするしかない。いずれの場合も B2 と B3 が正の接触をするので矛盾である。

問題 10.7. Rd内の双 (d + 3)球系が存在するような dを決定せよ。平面上の双 5円系は存在するか。

例 10.8. 平面上に 10個の円 A1, . . . , A5; B1, . . . , B5 を配置して、i 6= j なら Ai と Bj が接し、他に
接する 2円はないようにできる。下図の小円が Ai たち、大円が Bj たちを表す。この配置を双 5円
系とするような符号付けはない。
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11. 付録：射影空間と 2次曲面

この節では、射影空間を定義し、2次曲面の基本的な性質、特に定理 2.1について証明を与える。
kは実数体 R、または、複素数体 Cを表すものとする。体 k上のベクトル空間 kn+1の 1次元部分空
間の全体を n次元射影空間といい、Pn で表す。Pn の要素を Pn の点と呼ぶ。これは kn+1 の 1次元
部分空間である。kn+1の点 p 6= 0(但し 0は kn+1の原点を表す零ベクトル)は kn+1の 1次元部分空
間 {λp ∈ kn+1 : λ ∈ k} を決定するから、Pnの点を決定する。この Pnの点を [p]とかく。λ 6= 0のと
き、[λp] = [p]である。p = (x1, . . . , xn+1) 6= 0のとき、[p]を [x1, . . . , xn+1]とも書き、これを Pn の
点 [p]の同次座標という。以下では主に n = 3の場合を扱う。

k4の 2次元、3次元部分空間を、それぞれ、P3の直線、平面という。P3内の点、直線、平面に関
する以下の事実は、k4 の部分空間に戻して考えることによって、容易に確かめることができる。

(1) P3の相異なる 2点を通る直線はただ 1つ存在する。従って、異なる 2直線の交点は高々1個
である。

(2) 同一直線上にない 3点はその 3点を通るただ 1つの平面を決定する。従って、1本の直線と、
その上にない 1点は 1つの平面を決定する。

(3) 1点で交わる 2直線は、それらを含む平面を決定する。
(4) 同一平面上の 2直線は必ず交わる。
(5) 平面 πが直線 aを含まないなら、πと aはただ 1点で交わる。
(6) 異なる 2平面の共通部分は直線である。

2幾何的な構造を無視すると、次のことが知られている。A1, . . . , Amが r点集合、B1, . . . , Bmが s点集合で、各 i = 1, . . . , m

に対して Ai ∩Bi = ∅で、各 1 ≤ i, j ≤ mに対して i 6= j ならば Ai ∩Bj 6= ∅であるとしよう。このときm ≤ `r+s
r

´
が成立

つ (Bollobás による)。条件の i 6= j を i < j に置換えて仮定を弱めても、結論の不等式は同じものでよい (Lovász による)。
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補題 11.1. P3 内の互いに交わらない 2本の直線 a, bと、a ∪ b上にない任意の点 [p] ∈ P3 に対して、
点 [p]を通り、a, bの両方と交わる直線がただ 1本存在する。

証明. 点 [p]と直線 aの決定する平面を πと書く。直線 bは平面 πと 1点 [q]で交わる。[p], [q]を通る
直線は平面 π上にあるから、a, bの両方と交わる。

[p]を通り、a, bの両方と交わる直線が 2本あるとすると、この 2本は 1つの平面を決定し、a, bは
この平面上にあることになる。同一平面上の 2直線は必ず交わるから、これは仮定に反する。 ¤

n + 1個の変数 x1, . . . , xn+1 についての同次 d次多項式を x1, . . . , xn+1 に関する d次形式という。
多項式 F (x1, . . . , xn+1)が d次形式であることと

F (sx1, . . . , sxn+1) = sdF (x1, . . . , xn+1)

が成立つことは同値である。このとき F の各項 (単項式)は xi1
1 · · ·xin+1

n+1 の形で、

i1 + · · ·+ in+1 = d

をみたす。従って n + 1変数の d次形式の項の総数は、dを n + 1個の非負整数に分割する個数と等
しく、それは

(
n+d−1

d

)
である。例えば 4変数 2次形式は

(
5
2

)
= 10項からなる。

4 変数の 2 次形式 Q = Q(x, y, z, t) と点 p ∈ k4 および非零 λ ∈ k に対して、Q(p) = 0 ならば
Q(λp) = 0である。従って、P3 内の点集合

{[p] ∈ P3 : Q(p) = 0}
が定まる。この点集合を P3内の 2次曲面といい、2次形式と同じ記号 Qで表す。2次形式 Qが定数
として 0(つまり Qの各項の係数が全部 0)であるとき、Q ≡ 0とかく。Q 6≡ 0ならば 2次曲面 Qが
P3 に一致することはない。

定理 2.1 (i)の証明. 対偶をとって、直線 aが 2次曲面 Qに含まれないなら、aと Qの交点は 2個以
下であることを示そう。直線 a上に 2点 [p], [q]をとる。但し [q] 6∈ Qとする。このとき直線 a上の任
意の点は (x, y) 6= (0, 0)を用いて [xp + yq]と書ける。このような点の中で Q上の点は、x 6= 0をみ
たす。実際 x = 0なら Q 3 [xp + yq] = [q]となり矛盾が生じる。
従って、λ = y/xとおいて、[p+λq] ∈ Qをみたすλが 2個以下であることを示せばよい。Q(p+λq) =

0は λに関する 2次方程式だから、その根は高々2個である。 ¤

定理 2.1 (ii)の証明. P3 内の 2次曲面 Qが、平面 π 上の 3直線 a, b, cを含むとする。平面 π 上の任
意の点 [p]に対して、[p]を通る π上の直線で、a, b, cと異なる 3点で交わる直線 gを引くことができ
る。すると、補題 11.1により、直線 gは Qに含まれるから、[p] ∈ Qとなる。 ¤

定理 2.1 (iii)の証明. 互いに交わらない 3直線を a, b, cとする。4個の変数 x, y, z, tに関する 2次形
式 Qは、

x2, y2, z2, t2, xy, xz, xt, yz, yt, zt

の係数 10個を含む。3直線 a, b, cの各々から、その上に乗っている点を 3個ずつ、合計 9個をとる。
これらの各点でQの値を 0とおくと、10個の未知係数についての 9個の (定数項が 0の)線形方程式
が得られる。この連立方程式は明らかに自明でない解をもつ。従って、これらの 9点で 0となる 2次
形式がQ 6≡ 0が存在する。Qは a, b, cの各々の上にある 3点を含むから、(i)によりQは 3直線 a, b, c
を含む。
一意性をいうために、Q上の任意の点 [p]に対して、[p]を通り a, b, cと交わる Q内の直線がただ

1つ存在することを示そう。これがいえると、a, b, cを含む 2次曲面は、a, b, cの全部に交わるような
直線上の点全体と一致する。従って a, b, cを含む 2次曲面は一意的に決まることになる。

Q上の任意の点 [p]をとる。この点が a ∪ b ∪ cの点なら、補題 11.1により、[p]を通り a, b, cに交
わる直線がただ 1つ存在するからこれでよい。そこで [p] ∈ Qが a ∪ b ∪ cに含まれない場合を考えよ
う。補題 11.1により、[p]を通り a, bと交わる直線 f、[p]を通り a, cと交わる直線 g、[p]を通り b, c
と交わる直線 hがそれぞれただ 1本存在する。実は f = g = hであることを示そう。

f, g, hがすべて異なるなら、Qは f, g, aが乗っている平面、f, h, bが乗っている平面、g, h, cが乗っ
ている平面を含む。これらの 3つの平面上にない任意の点 [q] ∈ P3を通り、これらの 3平面と 3点で
交わる直線を引くことができる。この直線は 3点をQと共有するから (i)によりQ上にあり、従って
[q] ∈ Q、つまり Q = P3 となり矛盾が生じた。従って、f, g, hがすべて異なることはない。
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次に、例えば、f = g 6= hとすると、直線 a, cが同一平面上にあることになり、a, cが交わらない
ことに矛盾する。結局、f = g = hでなければならない。これは最初にとった Q上の点 [p]を通り、
a, b, cと交わる Q内の直線がただ 1つ (f = g = h)存在することを意味する。 ¤

定理 2.1 (iv)の証明. 互いに交わらない 3直線 a, b, cを含む 2次曲面をQとし、この 3直線全部と交
わる直線全体を L1 とおく。(iii)の証明で見たように、Qの各点は L1 の直線で覆われる。
もし L1の 2直線が交わると、その 2直線が定める平面上に a, b, c があることになり、矛盾が生じ

る。従って L1 のどの 2直線も交わらない。
L1に属する 3本の直線 f, g, hをとり、f, g, hの全部と交わる直線全体を L2とする。L1のときと

同じ議論から、Qの各点は L2 の直線で覆われる。つまり Qは 2組の直線群 L1,L2 で 2重に覆われ
る。また、L2 のどの 2本も交わらないことは、L1 の場合と全く同じ議論で示せる。 ¤

定理 2.1 (v)の証明. Qが平面 πを含むとし、πに対応する k4の 3次元部分空間を ax+by+cz+dt = 0
で定義する。(a, b, c, d) 6= (0, 0, 0, 0)であるから、次の形の正則行列を用いて




X
Y
Z
T


 =




∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
a b c d







x
y
z
t




と変数変換すると、2次形式Q(x, y, z, t)は、X, Y, Z, T に関する 2次形式 Q̃(X, Y, Z, T )に変わり、平
面 πに対応する k4 の 3次元部分空間は、方程式 T = 0で表される。ここで

Q̃(X, Y, Z, T ) = T · F̃ (X, Y, Z, T ) + Q̃1(X, Y, Z)

と書くと、F̃ はX, Y, Z, T に関する 1次形式、Q̃はX,Y, Z に関する 2次形式である。2次曲面Qは
平面 πを含むから、Q̃(X, Y, Z, 0) = 0である。従って、Q̃1(X, Y, Z)はすべての (X,Y, Z)について 0
であり、Q̃1(X,Y, Z) ≡ 0であることがわかる。故に、Q̃(X,Y, Z, T ) = T · F̃ (X, Y, Z, T )となる。こ
れを、もとの x, y, z, tに戻すと、x, y, z, tに関する 1次形式 F (x, y, z, t)を用いて、

Q(x, y, z, t) = (ax + by + cz + dt) F (x, y, z, t)

と表せる。F (x, y, z, t) = ax+by+cz+dyなら、Qは 2重平面πであり、F (x, y, z, t) 6= ax+by+cz+dy
なら、Qは 2つの平面の和集合である。 ¤

定理 2.1 (vi)の証明. 2つの 2次曲面 Q1, Q2 に対して、X が Q1 にも Q2 にも含まれ、平面 π が Q1

にも Q2 にも含まれないなら、Q1 ∩ π = Q2 ∩ πであることを示せばよい。
X = {[p1], . . . , [p5]}とする。まず、X の 4点集合で、その中のどの 3点も同一直線上にないよう

な 4点集合が存在することを示そう。X のどの 3点も同一直線上にないなら、これは明らかである。
[p1], [p2], [p3]が直線 a上にあるとしよう。すると、[p4], [p5]は a上にはない。[p4], [p5]を通る直線を
bとすると、[p1], [p2], [p3]のうちの 2つは b上にない。例えば、[p1], [p2]が b上にないとすると、4点
[p1], [p2], [p4], [p5]の中のどの 3つも同一直線上にない。
さて、[p1], [p2], [p3], [p4] のどの 3 点も同一直線上にないと仮定する。1 ≤ i < j ≤ 4 に対して、

[pi], [pj ]を結ぶ直線を aij で表す。すると、a12∪a34, a13∪a24のいずれかは [p5]を含まない。a12∪a34

が [p5]を含まないとし、2直線 a12, a34 の交点を [p6]とする。
次に、X ∪ {[p6]}を含む任意の 2次曲面 Qは平面 πを含むことを示そう。Qは直線 a12 上の 3点

[p1], [p2], [p6]を含むから、(i)より Qは直線 a12 を含む。同様に、Qは直線 a34 も含む。平面 π上の
直線で、点 [p5]を通り [p6]を通らないものを cとする。cは a12, a34 と 2点で交わるから、再び (i)
により Qに含まれる。Qは π上の 3直線 a12, a34, cを含むから、(ii)により Qは π を含むことがわ
かった。

2次曲面Q1, Q2はいずれも平面 πを含まないから、点 [p6]を含まない。λ = Q1(p6)/Q2(p6)とおく
と、2次曲面Q1−λQ2 はX ∪{[p6]}を含む。従って、Q1−λQ2は πを含む。つまり、π上の任意の
点 [q]に対して、Q1(q) = λQ2(q)である。λ 6= 0であるから、平面 π上の点 [q]に対して、Q1(q) = 0
と Q2(q) = 0は同値である。故に Q1 ∩ π = Q2 ∩ πである。 ¤
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