
WITT デザインに関連したハイパーグラフの構成について
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ABSTRACT. ハイパーグラフF ⊂ ([n]
12

)
が任意の相異なる二辺 F,F ′ ∈

F について |F ∩F ′| ∈ {0,1,2,3,4,6}をみたすとき、そのサイズ (辺
数)はどのくらい大きくできるか？本稿では |F |= (n/12)6をみたす
ハイパーグラフの構成、および関連する話題について紹介する。

1. L-SYSTEMとその EXPONENT

自然数 kとL⊂{0,1, . . . ,k−1}を固定する。ハイパーグラフF ⊂ ([n]
k

)
が (k,L)-systemであるとは、任意の相異なる二辺 F,F ′ ∈F が

|F ∩F ′| ∈ L

を満たすことをいう。n点上の (k,L)-systemsの最大サイズをm(n,k,L)
とかく。本稿では nが増大するときの nの関数としてのm(n,k,L)の振
舞いに注目する。

kと Lのみに依存する正定数 α,c,c′,n0があって

n > n0ならば cnα < m(n,k,L) < c′nα

が成立つとき、この (k,L)-systemのexponentはαであるといいα(k,L) =
αとかく。任意の k,Lに対して α(k,L)は存在するか？という基本的な
問題は未解決であるが、以下では exponentが存在する (k,L)のみを扱
う。なお、任意の 1≤ q∈Qに対して、α(k,L) = qをみたす (k,L)は無
限個ある [8]が、無理数の exponentをもつ (k,L)の例はひとつも知られ
ていない。

Frankl,太田らは [9]で k≤ 12の場合のα(k,L)の決定を試み、全部で
∑12

k=22k−1 = 4094種類の (k,L)-systemsのうち、4058種類について決定
した。本質的には (11,{0,1,2,3,5}) および (12,{0,1,2,3,4,6})が未解
決のパラメタとして残った。これらはWittデザインと密接な関係があ
る。[16]では α(12,{0,1,2,3,4,6}) = 6を示し、未解決であった 36の
exponentsをすべて決定した。本稿ではこれらのexponentsに関連する構
成法および周辺の話題について、主に組合せ論的な側面から解説する。
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はじめにm(n,k,L)の評価に関する基本的な結果を紹介する。

Theorem 1(Deza–Erd̋os–Frankl[5]). n > n0(k)に対し、

m(n,k,L)≤∏
l∈L

n− l
k− l

(≈ cn|L|).

上の結果は等号を成立させる (n,k,L)が無限にある。

Theorem 2(Rödl[14]). k, tを固定して、nが増大するとき

m(n,k,{0,1, . . . , t−1}) = (1−o(1))
(

n
t

)
/

(
k
t

)
.

F ⊂ ([n]
k

)
が (k,{0,1, . . . , t−1})-systemならば、任意の t点集合T ⊂ [n]

に対し、T ⊂ F ∈F をみたすF は「高々」ひとつである。この「高々」
を「ちょうど」に置換えたものは Steiner systemS(t,k,n)であり、この
場合には |F |= (n

t

)
/
(k

t

)
である。即ち、

m(n,k,{0,1, . . . , t−1})≤
(

n
t

)
/

(
k
t

)

は自明な上界で、等号はSteiner systemが存在するときに限り成立する。
Steiner systemはパラメタ (t,k,n)が特別な関係を満たす場合にしか存在
しないが、k, tを固定して nが十分大きいときには、Steiner systemに近
いサイズを持つ (k,{0,1, . . . , t−1})-systemがいつでも作れるというの
が上の定理の主張である。証明はいわゆるRödl nibbleとよばれる確率
論的手法（例えば [1]の 4.7節参照）を用いる。
上の二つの定理から、正定数 c,c′が存在して nが十分大きいとき

cn5≤m(n,12,{0,1,2,3,4,6})≤ c′n6

が成立つ。次節ではWittデザインを利用した構成法により下界を cn6

に改善しよう。

2. 行列を利用した構成

簡単な例から始めよう。(7,{0,1,3})-systemを構成するために、F2上
の 3×7行列Aを次で定める。

A =




1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1


 .

この行列は次の二つの性質を持っている。
(1) どの二列も F2上線形独立。
(2) Aのどの二列 cp,cqについても、この二列が張る部分空間はAの
ちょうど三列 cp,cqおよび cr を含む。実際 cr = cp +cq.
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そこで 2次元空間を張る 3本の列ベクトルの列番号を並べて

1 2 4
1 3 5
1 6 7

2 3 6
2 5 7

3 4 7
4 5 6

Steiner systemS(2,3,7)あるいはFano平面が得られる。行列Aを使って
7-partite(7,{0,1,3})-systemF を次のように定義しよう。

F = {(a,b,c)A : a,b,c∈ Fd
2}

= {(a,b,c,a+b,a+c,b+c,a+b+c) : a,b,c∈ Fd
2}.

F の頂点集合は 7個の部集合からなり、各部集合は d次元空間Fd
2のコ

ピーとする。従って頂点数は n = |V(F )|= 7×2dである。F の辺は 3
本のベクトル (a,b,c)によって指定されるから |F |= (2d)3 = (n/7)3で
ある。

F が L = {0,1,3}-systemであることは、行列Aの持つ二つの性質か
ら保障される。F から二辺F = (a,b,c)A,F ′ = (a′,b′,c′)Aをとり、その
交わりを調べよう。この二辺が（少なくとも）2点で交わったとする。
それが例えば1番目と2番目の部集合上であったとすると、a= a′,b= b′
であるが、このとき a+b = a′+b′であるから 4番目の部集合上でもこ
の二辺は交わる。従ってちょうど 2点で交わることは不可能である。次
に二辺が（少なくとも）4点で交わったとする。このときその 4つの部
集合に対応する行列 Aの 4列の rankは 3だから、対応する連立方程式
が解けて a = a′,b = b′,c = c′すなわち F = F ′でなければならない。
以上を踏まえて、(t,b,k)q行列を定義しよう。これはFq上の (t +1)×k

行列で次の二つの性質を持つものとする。

(1) どの t列も Fq上線形独立。
(2) どの t列が張る t次元部分空間もAの列ベクトルのうちちょうど

b本を含む。

はじめにあげた行列Aは (2,3,7)2行列の例である。Aから (7,{0,1,3})-
systemを作ったのと同様にして次のことがわかる。

Theorem 3 ([16]). (t,b,k)q行列が存在するとき、L = {0,1, . . . , t−1,b}
に対してm(n,k,L)≥ (n/k)t+1である。
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そこで (12,{0,1,2,3,4,6})-systemFを構成するには例えば (5,6,12)3
行列を見つけられればよい。実際次の行列はその例である。

A =




1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
0 1 0 2 0 1 2 2 1 0 0 0
0 0 1 0 2 2 1 2 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 2
0 0 0 0 0 2 2 1 1 0 1 2
0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1




.

ここで
F = {(a1,a2,a3,a4,a5,a6)A : ai ∈ Fd

3}
とおくと、これは (12,{0,1,2,3,4,6})-systemで

n = |V(F )|= 12×3d, |F |= (3d)6 = (n/12)6

を満たす。
上の行列は PG(2,3)を veronese mapping1で PG(5,3)に埋込み、少

し変形2して得られる 12点 (Coxeter[3])の同次座標を並べたものであ
る。この行列から Steiner systemS(5,6,12)あるいはWitt デザインW12
が作れる。この構成は Havlicek[12]による。さらに上の行列の左端の
列と先頭の行を捨てて得られる行列は (4,5,11)3行列であり、ここから
(11,{0,1,2,3,5})-systemで exponentが 5となるものを構成できる。
上の行列 Aは extended ternary Golay codeG12の parity check matrix

になっている。もちろん標準的な次の形の parity check matrix

B =




1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 2 0 1 2 2 1
0 0 1 0 0 0 2 1 0 1 2 2
0 0 0 1 0 0 2 2 1 0 1 2
0 0 0 0 1 0 2 2 2 1 0 1
0 0 0 0 0 1 2 1 2 2 1 0




も (5,6,12)3行列である。
上記の構成と、Theorem 1から次を得る。

Theorem 4.

n6

2985984
≤m(n,12,{0,1,2,3,4,6})≤ n6

570240
.

1(x,y,z) 7→ (x2,xy,xz,y2,yz,z2)
2PG(2,3)の一本の直線の像は PG(5,3)の planar quadrangleΓになるが、これを捨

てて代わりに Γの diagonal triangleの 3点に置換える。PG(2,3)の像はもともと 13点
あったから、この置換えによって 13−4+3 = 12点が得られる。
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この下界は最善ではない。実際我々は12-partite 12-uniform hypergraph
としてF を構成したが、部集合の中にいくらか辺を付加えることがで
きる。最も安易な方法で再帰的に辺を加えると左辺の分母を 2985983
に置換えてもよいことがわかる。12-partiteにしたことはかなり人工的
であって、最善の係数を得るにはもっと等質的な構成を考える必要が
あると思う。
同様の構成は、他の有限幾何のよい構造を利用することでも可能で、

例えば
• Affine plane:S(3,4,8)と (8,{0,1,2,4})-system
• Projective plane:S(2,3,7)と (7,{0,1,3})-system
• Möbius plane:S(3,6,26)と (26,{0,1,2,6})-system
• Unital: S(2,4,28)と (28,{0,1,4})-system

などがある。次の行列はメビウス平面から作った (3,6,26)5行列である。


0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4
0 1 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 4 2 3 1 4 2 3 1 2 1 4 3 3 4 1 2 2 1 4 3 4 2 3 1


 .

有限幾何を利用して (k,L)-systemを構成する方向は、[6]でも組織的に
考察されている。関連する話題は [2, 4, 13]にもある。

3. 交差構造と FÜREDIの予想

k∈NとL⊂{0,1, . . . ,k−1}を固定する。集合族I ⊂ 2[k]が閉L-system
とは、

(1) 任意の I ∈I について |I | ∈ Lであり、かつ
(2) 任意の I , I ′ ∈I について I ∩ I ′ ∈I

をみたすことをいう。I の rankを

rank(I ) = min{t ∈ N : ∆t(I ) 6=
(

[k]
t

)
}

と定める。ただし ∆t は t次の影、即ち

∆t(I ) = {J ∈
(

[k]
t

)
: ∃ I ∈I , J⊂ I}.

である。さらに (k,L)-systemの rankを

rank(k,L) = max{rank(I ) : I ⊂ 2[k]は閉 L-system}
と定める。またI の包含関係に関する極大元を集めたものをI ∗とか
き、これをI の生成集合とよぶ。つまり

I ∗ := {I ∈I : 6 ∃I ′ ∈I such thatI ⊂ I ′, I 6= I ′}
である。I ∗からその交差閉包をとることによってI を復元できる。
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例えば S(2,3,7) は閉 {0,1,3}-systemの生成集合である。すなわち
S(2,3,7)の交差閉包I =

([7]
0

)∪([7]
1

)∪([7]
2

)∪S(2,3,7)は閉{0,1,3}-system
である。このI は 2点集合を全部 coverするが 3点集合の全部は cover
しない（I には 3点集合は 7個しかない）から、rank(I ) = 3である。
実際 rank(7,{0,1,3}) = 3であり、これを実現するのはI のみである。
同様に rank(12,{0,1,2,3,4,6}) = 6であり、rank 6の閉 {0,1,2,3,4,6}-
systemの生成集合はWittデザインに限る。

F ⊂ ([n]
k

)
とその辺 F ∈F に対して、

I (F,F ) := {F ∩F ′ : F ′ ∈F −{F}} ⊂ 2F

とおく。さらにもしFがk-partiteであって、頂点集合が [n] =V1∪·· ·∪Vk
と部集合に分割されているとき（従ってこのとき 1≤ i ≤ kについて
|F ∩Vi |= 1となっていて）、I ∈I (F,F )の [k]への射影 π(I)を π(I) :=
{i : I ∩Vi 6= /0} ⊂ 2[k]と定め、π(I (F,F )) := {π(I) : I ∈I (F,F )}とお
く。次の構造定理は基本的である。

Theorem 5 (Füredi[10]). k≥ 2と L ⊂ {0,1, . . . ,k−1}を固定したとき、
ある正定数 c = c(k,L)が存在して、任意の (k,L)-systemF ⊂ ([n]

k

)
から

以下の条件を満たすF ∗ ⊂F を取りだせる。ここでF ∗は分割 [n] =
V1∪·· ·∪Vkをもつ k-partite hypergraphでさらに

(1) |F ∗|> c|F |,
(2) 任意の二辺F1,F2∈F ∗についてπ(I (F1,F

∗)) = π(I (F2,F
∗)),

(3) 任意の F ∈F ∗についてI (F,F ∗)は閉 L-system,
となっている。

上の状況が成立つとき、I (F,F ∗)をF ∗の交差構造3という。(k,L)-
systemの rankと exponentの関係を調べよう。(k,L)を固定し、α(k,L)
の存在を仮定する。この exponentを達成する (k,L)-systemF ⊂ ([n]

k

)
か

ら Theorem 5を使ってF ∗を取りだす。さらに F ∈F ∗をとり、I =
π(I (F,F ∗)), t = rank(I )とおく。rankの定義からA 6∈ ∆t(I )なるA∈([k]

t

)
がとれる。このときπ(B) = Aとなるような任意のB∈∏a∈AVaに対

して、B⊂FをみたすF ∗の辺Fは高々ひとつである。従ってF ∗のサイ
ズは、高々このようなBのとり方の可能性の数、即ち∏a∈A |Va|= O(nt)
しかない。従って

α(k,L)≤ rank(k,L)
である。逆に α(k,L)を rank(k,L)を用いて下から評価する一般的な結
果は全く知られていない。その意味では次の予想はかなり大胆である。

Conjecture 1 (Füredi[11]). α(k,L) > rank(k,L)−1.
3例えば rank(9,{0,1,3,4}) = 3 であり、rank 3の閉 {0,1,3,4}-systemは非同型

なものがちょうど 3種類存在するが、その中のひとつ S(2,3,9) の交差閉包だけが
α(9,{0,1,3,4}) = 3を与える交差構造である [9]。
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この予想は rank(k,L) = 2のとき正しい。これは (k,L)-systemの構成
によって示すことができる [11]。[9]の当初の目論見はこの予想の反例
を kが小さいところ、例えば k≤ 12の範囲で見つけようというものだっ
たが、[16]に至って結局 k≤ 12の範囲に反例はないことがわかった。
最後に Steiner systemを交差構造（の生成集合）にもつ L-systemに

ついて考えてみる。t < b < kを選び、L = {0,1, . . . , t − 1} ∪ {b}とお
く。まず、Theorem 1からα(k,L)≤ |L|= t +1がわかる。ここでSteiner
systemS(t,b,k)が存在すると仮定しよう。その交差閉包をI ⊂ 2[k]とす
ると、これは閉L-systemである。任意のT ∈ ([k]

t

)
に対し、T ⊂Bを満た

すB∈I がただ一つ定まるから、I は [k]の t点集合を全部 coverする。
しかしx 6∈Tとすると{x}∪Tを含むI の辺はないから、rank(I ) = t +1
がわかった。rank(k,L)≥ rank(I )だから、もし上の予想が正しいなら
α(k,L) > t となるはずである。最近 Rödlと Tenganは、実際に (k,L)-
systemを構成することで次の結果を得た。

Theorem 6 (Rödl–Tengan[15]). Steiner systemS(t,b,k)が存在すると仮
定し、L = {0,1, . . . , t−1}∪{b}とおく。このとき k,Lのみに依存する
正定数 εが存在して、α(k,L)≥ t + ε となる。

最後にいくつか問題を挙げます。
(1) 任意の (k,L)に対して α(k,L)が存在することを示せ。
(2) Fürediの予想は正しいか？
(3) Theorem 6の別証明、特に確率論的手法に依らない直接的な構
成法を見つけよ。

(4) m(n,12,{0,1,2,3,4,6})の評価を改善せよ。特に n6の係数を決
定せよ。

(5) α(24,{0,1,2,3,4,8})を求めよ。これはS(5,8,24)と関連がある。
なお、5 < α ≤ 6はわかっている。もし (5,8,24)q行列が存在す
れば α = 6である。

(6) α(13,{0,1,3}) を求めよ。これは S(2,3,13) と関連がある。こ
の Steiner systemは非同型な 2種類があり、そのどちらも対応
する (2,3,13)q行列をもたないことが知られている (Driessen–
Frederix–van Lint [7])。なお、2 < α ≤ 3はわかっている。

(7) Steiner sytemS(t,b,k)が存在して L = {0,1, . . . , t−1}∪{b}のと
き、t < α(k,L)≤ t +1がわかっているが、α(k,L) < t +1となる
例はあるか？

(8) どんな Steiner systemが (t,b,k)q行列から作れるのか?
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